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Geschichte. 


@ Bell, E. T.: The development of mathematies. New York: McGraw-Hill 1940. 
X, 519 pag. $ 3.25. 

@ Michel, W.: Die Entstehung der Zahlen. Bern: A. Francke A.-G. 1941. 31 8. 
RM. 1.20. 

Eine populäre Zusammenstellung über Zahlwörter, Zahlsysteme und Zahlschrei- 
bung vieler Völker, die an Zuverlässigkeit und Vollständigkeit allerdings etwa den 
Arbeiten von Löffler und Menninger nicht gleich kommt. Angefügt ist eine Anzahl 
einzelner Bemerkungen zur Geschichte der mathematischen Symbolik. Thaer. 

Brun, Viggo: Quadratur des Kreises. Norsk mat. Tidsskr. 23, 41—53 (1941) [Nor- 
wegisch]. 

Historische Plauderei über das Problem der Quadratur des Kreises (Babylonier; Aristo- 
teles, Platon, Hippokrates, Archimedes, Heron, Ptolemäus; Vieta, Wallis, New- 
ton, Fermat, Gregory, Leibniz, Jacob Bernoulli, Euler, Hermite, Lindemann). — 
Formulierung eines neuen Problems und eigener kurzer Beitrag hierzu: Gibt es eine Gesetz- 
mäßigkeit in der Verteilung der Ziffern in der Dezimalbruchdarstellung der Zahl a? — Zu- 
sammenstellung einiger interessanter Formeln für x (Glaisher, Estanave, Morley, C6saro, 
Störmer, Ramanujan). H.L. Schmid (Berlin). 

Conte, Luigi: Dalla „‚sezione del cono“ di Sereno. IV. Period. Mat., IV. s. 20, 218 
bis 239 (1940). 

Die hier übersetzten letzten Kapitel der „Kegelschnitte‘“ von Sereno behandeln 
zuerst (Kap. LII—LVII) einen Satz über den maximalen Umfang der Achsenschnitte 
eines schiefen Kreiskegels und weiterhin (LVIII—LXIX) — wahrscheinlich in Anlehnung 
an Euklid — Sätze über Beziehungen zwischen den Volumina, Höhen, Radien, Grund- 
flächen und Achsenschnitten zweier gerader Kreiskegel. Den Anfang dieser letzten 
Fortsetzung (s. dies. Zbl. 19, 99; 20, 196; 22, 295) bildet wieder eine kurze Inhaltsangabe 
nebst Kommentar. Vogel (München). 

@ Ricei, D. Ivano: Fra Luca Paeioli. L’uomo e lo seienziato. (Con documenti 
inediti.) Sansepolcro: 1940. 54 pag. 

Dem Verf. ist es darum zu tun, das vielfach verzerrte und unrichtig dargestellte 
Bild von Luca Paciolis Leben und dessen wissenschaftlicher Tätigkeit der Wahrheit 
entsprechend in das richtige Licht zu setzen. Die Ausführungen werden durch zahl- 
reiche Dokumente erhärtet. Als Anhang sind zwei Testamente (1508 und 1511) im 
Originaltext beigegeben. Vogel. 

Marian, Vietor: Philipp Melanchthon und die Mathematik. Gaz. mat. 46, 396—400 
u. 460—466 (1941) [Rumänisch]. | 

Philipp Melanchthon, der praeceptor Germaniae, hat sich an den Universitäten 
für alle Wissenschaften, insbesondere für die Mathematik, eingesetzt. So hat er z. B. 
in Wittenberg und in Wien die Gründung zweier mathematischer Lehrstühle erreicht. 
Seine hohe Meinung von der Mathematik, die nicht nur ihrer Nützlichkeit wegen, son- 
dern um der Bildung des Verstandes und der Seele willen betrieben werden müsse, 
kommt in seinen Reden und in den Vorworten zum Ausdruck, die er mathematischen 
Werken anderer Verf. vorangeschickt hat. Hier wird der Inhalt der Vorworte zu folgen- 
den Werken behandelt: Sacrobosco, De sphaera (1531), Sacrobosco, De anni 
ratione (1538), J. Vogelin, Elementa Geometriae ex Euclide (1536), G. Peurbach, 
Elementa Arithmetices (1536). Für die Rumänen ist die Persönlichkeit Melanchthons 
auch deshalb bemerkenswert, weil Melanchthon mit Despot-Vodä befreundet war, 
der 1533 in Wittenberg im Hause Melanchthons Aufnahme fand. Despot hat 1561 
eine Akademie gegründet, die als erste Lehrer Rheticus und den mit Melanchthon 
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verwandten C. Peuker berief. Es war Despots Absicht, die Rolle eines Förderers 
der Wissenschaften zu spielen, so wie sie Melanchthon in Deutschland innegehabt 
hatte. E. A. Weiss (Posen). 

Candido, Giacomo: Le risoluzioni della equazione di quarto grade. Period. Mat., 
IV.s. 21, 151—176 (1941). 

In diesem dritten und letzten Teil seiner Abhandlung (für die früheren Teile vgl. 
dies. Zbl. 24, 243) gibt Verf. eine zusammenfassende kritische Darstellung der Me- 
thoden, die zur Auflösung der algebraischen Gleichungen der ersten Grade vom ita- 
lienischen Mathematiker Fagnano benutzt worden sind. Diese Methoden wären einer 
größeren Anerkennung würdig; gewöhnlich werden sie anderen späteren Mathematikern 
irrigerweise zugewiesen. Um eine Gleichung 2. oder 3. oder 4. Grades aufzulösen, 
setzt Fagnano einheitlich 2=a, + a, + a,, um dann eine Reihe von Identitäten, 
die daraus ganz elementar folgen, mit der aufzulösenden Gleichung zu vergleichen. 
Verf. vergleicht diese Methode mit den späteren Methoden von Euler, B£zout, 
Lagrange, Grunert. Schließlich gibt er eine Ausdehnung der Identitäten von 
Fagnano an, um ihre Tragweite in der Auflösung einer Gleichung beliebigen Grades 
klarzumachen. E.@. Togliatti (Genova). 

Bell, A. E.: Christian Huygens, 1629—1695. Nature, Lond. 146, 511—514 (1940). 

Verf. gibt eine ausführliche Darlegung der wissenschaftlichen Entwicklung 
Huygens’, besonders seiner Stellung zwischen Galilei und Descartesauf dereinen, 
Newton und den englischen Forschern auf der anderen Seite. Verf. ist der Auffassung, 
daß Huygens in viel höherem Maße als z. B. Leibniz die Schwächen der deduktiven 
Methode des Cartesianismus erkannt habe. Kropp. 

Hofmann, Josepha, und Jos. E. Hofmann: Erste Quadratur der Kissoide. Deutsche 
Math. 5, 571—584 (1941). 

Aus der „Zusammenfassung“: Wir haben den seltenen Fall vor uns, daß vier 
bedeutende Fachleute fast gleichzeitig und nur in loser Abhängigkeit von einander 
um das gleiche Problem ringen. Weitaus die schönste Lösung ist die des genialen 
Huygens. Eigenartig und schön ist auch die Lösung von Fermat. Sehr ungewohnt 
ist uns die Behandlungsweise bei Gregory. Die Behandlungsweise von Wallis ist 
eigenartig und wertvoll, aber zu unstreng, selbst für ihre Zeit. Alle vier Lösungsarten 
werden aus der Schreibweise ihrer Zeit in die moderne Schreibweise übertragen. 

E. A. Weiss (Posen). 

® De Francesco Siacei, Ugo Aldo: Uno seienziato dell’800 nella vita e nel risorgi- 
mento. II generale Franceseo Siacei (1839—1907). Napoli: A. Miccoli 1940. 147 pag. 
L. 18.—. 

Ausführliche Biographie des bekannten Ballistikers, der auch durch bedeutsame 
Arbeiten zur analytischen Mechanik (kanonische Gleichungen, Kreisel, Foucaultsches 
Pendel) hervorgetreten ist; die Darstellung ist vor allem seiner politischen Tätigkeit 
in den Gründerjahren des italienischen Königreichs gewidmet, bespricht aber auch 
wissenschaftliche Arbeiten und Bedeutung und ist durch ein vollständiges Schriften- 
verzeichnis ergänzt. Harald Geppert (Berlin). 

Trieomi, Franceseo: Matematiei scandinavi. Saggiatore 1, 155—160 (1940). 

Skizze über Abel, Lie, Mittag-Leffler, Fredholm, Zeuthen, N. Nielsen, 
Mellin und einige lebende Skandinavier. Harald Geppert (Berlin). 

Severi, Franeeseo: L’opera scientifiea di Gaetano Scorza. Ann. Mat. pura appl., 
IV.s. 20, 1—20 (1941). 

Tiefgründige Analyse der Arbeiten G. Scorzas zur algebraischen Geometrie, der 
Korrespondenztheorie, der Theorie der Riemannschen Matrizen und den Algebren. 
Vollständiges Schriftenverzeichnis. Harald Geppert (Berlin). 

Coolidge, J. L.: William Caspar Graustein — in memoriam. Bull. Amer. Math. Soc. 
47, 343—349 (1941). 

Biographie, wissenschaftliche Wertung und Schriftenverzeichnis. Harald Geppert. 


3 


Colueei, Antonio: Ernesto Pascal. Giorn. Mat. Battaglini, III. s. 76, VII—-XXVII 
(1939). 

Biographie mit Schriftenverzeichnis. Harald Geppert (Berlin). 

Koppenfels, Werner v.: Georg Prange. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 51, Abt. 1, 
1—14 (1941). 

Biographie mit Schriftenverzeichnis. Harald Geppert (Berlin). 


Philosophie. Logik. 


@ Steck, Max: Wissenschaftliehe Grundlagenforsehung und die Gestalikrise der 
exakten Wissenschaften. (Die Gestalt. Hrsg. v. Wilhelm Pinder, Wilhelm Troll u. Lothar 
Wolf. H.3.) Leipzig: Akad. Verlagsges. Becker & Erler Kom.-Ges. 1941. 24 8. 

Nach einigen sehr allgemein gehaltenen einleitenden Bemerkungen, worin Verf. behauptet, 
daß alle Wissenschaft mit Denken (Planungen, keineswegs mit „Erfahrung‘“) beginnt und 
stets einem ganzheitlichen logischen System zustrebt, erörtert er in aller Kürze die rein logi- 
schen Forderungen, die die Axiome eines solchen Systems erfüllen müssen: Widerspruchs- 
losigkeit, Unabhängigkeit und Vollständigkeit, und schließt mit einer Diskussion des „großen“ 
und des ‚kleinen‘ mathematischen Existenzproblems. Das erste soll die Frage nach der Seins- 
art der mathematischen Gegenstände behandeln und wird dahin beantwortet, daß sie durch 
ein widerspruchsfreies Denken schöpferisch erzeugt werden, weshalb sie subjektabhängig sind, 
und zwar ihren Ursprung in gewissen (nicht näher explizierten oder exemplifizierten) ‚„‚Urgestal- 
ten‘ haben. Das zweite soll die Frage nach dem Kriterium für die Existenz mathematischer 
Gegenstände erörtern und führt zur Forderung, daß die gewöhnlichen ‚‚Relationsaxiome“ 
durch ein System von „Existentialaxiomen‘‘, welche implizite Definitionen der ‚Dinge‘ sind, 
deren Formalexistenz sie aussagen, ergänzt werden sollen. Am Ende wird dann die Aufgabe 
gestellt, eine Axiomatisierung der „Morphologie der Mathematik“, d. h. ‚das 
morphologische Grundlagensystem der exakten Wissenschaften herauszu- 
arbeiten, die eigenschaftserfüllten Urbilder und Urgestalten der Mathematik selbst und sie 
in (den bisherigen Relationsaxiomen entsprechenden) Gestaltbildern als Gestaltaxiomen 
zu fixieren; ihre Zugehörigkeit wird dann (entsprechend den formalen Existentialaxiomen 
der bisherigen Grundlagenforschung) in Gestalt-Definitionen als Axiome formuliert 
werden müssen“. — Die Abhandlung ist hauptsächlich programmatischen Charakters und 
enthält keine neuen bewiesenen Ergebnisse. J. Jorgensen (Kopenhagen). 

Curry, Haskell B.: Some aspects of the problem of mathematical rigor. Bull. Amer. 
Math. Soc. 47, 221—241 (1941). 

Das Problem der mathematischen Strenge kommt darauf hinaus, exakte Kriterien 
für die Wahrheit einer mathematischen Behauptung zu finden. Bezüglich der Natur 
der mathematischen Wahrheit unterscheidet Verf. drei Hauptansichten, die er Realis- 
mus, Idealismus und Formalismus nennt. Realismus und Idealismus stimmen darin 
überein, daß in den mathematischen Sätzen eine Beziehung auf gewisse Gegenstände 
entweder empirischer oder rein geistiger, apriorischer Natur liegt, bezüglich derer 
Wahrheit und Strenge definierbar ist. Der Realismus ist nach dem Verf. bezüglich 
der modernen Mathematik nicht mehr ernsthaft vertretbar. Den Idealismus, der in 
verschiedenen Formen, z. B. der des Bernaysschen Platonismus und des Intuitionismus, 
auftritt, hält er in seinem Wahrheitsbegriff für viel zu vagund mit metaphysischen Vor- 
aussetzungen belastet, um daraus eine geeignete Definition der mathematischen Strenge 
gewinnen zu können. Eine gewöhnlich noch genannte vierte Ansicht, der Logizismus, 
laut dem die mathematischen Wahrheiten logischer Natur sind, bringt ebenfalls keine 
Lösung, da bezüglich der Natur der logischen Wahrheiten sofort wieder das gleiche 
Problem entsteht. Es bleibt daher nur der Formalismus. Nach diesem liegt das Mathe- 
matische nicht in dem etwa gemeinten Inhalt der Behauptungen, sondern in der Natur 
ihrer Ableitung. Vom Standpunkt des Formalismus spaltet sich die Frage nach der 
Wahrheit einer naiven mathematischen Behauptung in zwei Unterfragen. Die eine 
ist die Frage nach einem formalen System, zu dem die Behauptung gehört, und nach 
dem Beweis der entsprechenden formalen Behauptung in diesem System. Das ist das 
objektive Problem der mathematischen Strenge. Eine zweite Frage ist die Annehm- 
barkeit des formalen Systems für einen gewissen Zweck; das ist eine Frage der an- 
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gewandten Mathematik. Der Begriff des formalen Systems wird dabei so gefaßt, wie 
er in der modernen Logistik üblich ist. Ackermann (Burgsteinfurt). 

@ Tarski, A.: Introduction to logie and to the methodology of deduetive sciences. 
Translated by 0. Helmer. Enlarged a. revised edit. New York: Oxford Univ. press. 1941. 
XVII, 239 pag. $ 2.75. 

@ Buchler, J.: The philosophy of Peirce. Seleeted writings. London: Kegan Paul 
1940. XVI, 386 pag. 16/6. 

@ Bennett, Albert A., and Charles A. Baylis: Formal logie. New York: Prentice- 
Hall 1939. XVII, 407 pag. 

Gokieli, L.P.: Über die sogenannten „inhaltlichen Axiome“ der mathematischen 
Logik. 1. Mitt. Georg. Abt. Akad. Wiss. USSR 1, 421-428 (1940) [Russisch]. 

Gokieli, L. P.: Über die sogenannten „inhaltlichen Axiome‘ der mathematischen 
Logik. 2. Mitt. Georg. Abt. Akad. Wiss. USSR 1, 665—672 (1940) [Russisch]. 

Gokieli, L. P.: Über die sogenannten „inhaltlichen Axiome‘“ der mathematischen 
Logik. 3. Mitt. Georg. Abt. Akad. Wiss. USSR 1, 731—738 (1940) [Russisch]. 

Gokieli, L. P.: Über die sogenannten „inhaltlichen Axiome‘“ der mathematischen 
Logik. 4. Mitt. Akad. Wiss. Georg. SSR 2, 51—58 (1941) [Russisch]. 

Wernick, William: Funetional dependence in the ealeulus of propositions. Amer. 
Math. Monthly 47, 602—605 (1940). 

Für den zweiwertigen Aussagenkalkül werden Bedingungen dafür angegeben, daß 
eine Funktion von n variablen Aussagen von allen Variablen, oder einem beliebigen 
Teile derselben, wirklich abhängig bzw. unabhängig ist. Die Bedingungen bestehen 
in einfachen arithmetischen Beziehungen zwischen den Elementen der die Funktion 
definierenden Matrix, die beispielsweise im Falle einer zweiwertigen Funktion F(z,, %,) 
durch F(0, 0), F(0, 1), #(1, 0), #(1, 1) gegeben sind, wenn O und 1 als die beiden Werte 
der Aussagen genommen werden. Z. B. wird gezeigt, daß F von allen Variablen wirklich 
abhängig ist, wenn die Summe aller Matrizenelemente ungerade ist. Ackermann. 

Moisil, Gr. C.: Recherches sur les logiques non-chrysippiennes. Ann. Sci. Univ. 
Jassy, I: Math. 26, 431—466 (1940). 

Unter einer nicht-Chrysippischen Logik ist im Sinne des Verf. eine mehr als zwei- 
wertige Aussagenlogik zu verstehen. Es ist bekannt, daß der zweiwertige Aussagen- 
kalkül in der Theorie der Verbände als ein Boolescher Verband charakterisiert werden 
kann, und daß die Anzahl der Elemente eines endlichen Modells eines Booleschen Ver- 
bandes eine Potenz von 2 sein muß. — Inder vorliegenden Abhandlung werden zwei 
distributive Verbände konstruiert, die sich zu einem drei- und einem vierwertigen Aus- 
sagenkalkül so verhalten sollen wie die Booleschen Verbände zum zweiwertigen Aus- 
sagenkalkül. Es wird gezeigt, daß jedes endliche Modell eines dem dreiwertigen Aus- 
sagenkalkül entsprechenden Verbandes genau 2? - 3? Elemente haben muß. Ein ent- 
sprechender Satz ist für die endlichen Modelle eines dem vierwertigen Aussagenkalkül 
entsprechenden Verbandes nicht mitgeteilt. 

Die Kenntnis des drei- und des vierwertigen Aussagenkalküls, auf welche diese Kon- 
struktionen bezogen sind, wird vorausgesetzt. Es wird jedoch nicht gesagt, wo sie zu finden 
sind. Sie werden als Lukasiewicz-Kalküle (L-Kalküle) bezeichnet. Hierzu werde ich 
folgendes sagen dürfen: 1. Ein vierwertiger L-Kalkül ist mir bis jetzt nicht bekannt. Meine 
Bemühungen um eine Aufklärung sind daran gescheitert, daß es zur Zeit nicht möglich ist, 
das hierzu Erforderliche in die Wege zu leiten. 2. Die vollständigste, bis jetzt publizierte 
Charakteristik des dreiwertigen L-Kalküls ist zu entnehmen aus dem Vortrag, den der 
Schöpfer dieses Kalküls auf dem Züricher Kongreß Dezember 1938 gehalten hat unter dem 
Titel: „Die Logik und das Grundlagenproblem.‘“ Dieser Vortrag ist vor kurzem mit einem 
Referat über die durch ihn erzeugte Diskussion erschienen in dem Sammelband: „Les entretiens 
de Zurich sur les fondements et la methode des sciences math&matigues 6—9 decembre 1938. 
Exposes et discussions, publ. par le president des d&bats F. Gonseth“, Zürich 1941. S, A. Lee- 
mann freres & Cie. 82—108. Heinrich Scholz (Münster i. W.). 

Barzin, Mareel: Logique symbolique. Sur la port6e du th6oreme de M. Gödel. 
Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 26, 230—239 (1940). 


Bekanntlich hat Gödel [Mh. Math. Phys. 38, 173—198 (1931); dies. Zbl. 2, 1] 
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gezeigt, daß jeder genügend weite, widerspruchsfreie und genau abgegrenzte logische 
Formalismus in dem Sinne unvollständig ist, daß sich in ihm Sätze formulieren lassen, 
die mit den Mitteln des Formalismus nicht entscheidbar sind. Verf. behauptet, daß 
die Gödelschen Ergebnisse eine Antinomie darstellen und die aus ihnen gezogenen 
Schlüsse daher nicht anerkannt werden können. Der Grund, der den Verf. zu dieser 
Annahme veranlaßt, liegt darin, daß tatsächlich eine gewisse Beziehung zwischen dem 
Gödelschen Satz und der Antinomie des Lügners besteht. Der unentscheidbare Satz 
von Gödel behauptet nämlich gewissermaßen seine eigene Unbeweisbarkeit. Jedoch 
nur gewissermaßen! Die von Gödel benutzte Methode der Arithmetisierung der Meta- 
mathematik gestattet jedem metalogischen Satz, d.h. z. B. jeder Aussage über Beweis- 
barkeit von Formeln des betrachteten Formalismus, einen zahlentheoretischen, mit 
den Mitteln des Formalismus ausdrückbaren Satz als sein Bild zuzuordnen. Die von 
Gödel angegebene, unentscheidbare mathematische Formel X ist nun die arithmetische 
Repräsentation eines metamathematischen Satzes, der die Nichtbeweisbarkeit eben 
von X behauptet. Die Existenz einer derartigen Formel W hat aber, entgegen der Mei- 
nung des Verf., durchaus nichts Paradoxes an sich. Ihre Definition erfolgt zirkelfrei, 
mit rein zahlentheoretischen Mitteln. Die obige Eigenschaft stellt sich dann nachher 
gewissermaßen zufällig heraus. Beachtet man aber den Unterschied eines metalogischen 
Satzes von seinem arithmetischen Bild nicht in voller Schärfe, so daß die Gödelschen 
Behauptungen mit scheinbar äquivalenten verwechselt werden, wie es hier der Fall 
ist, so kann leicht die Meinung von dem Vorliegen einer wirklichen Antinomie ent- 
stehen. In Wirklichkeit besteht die Bedeutung des Gödelschen Satzes u. a. gerade 
darin, daß er die Schwierigkeit, die in der Umgangssprache durch das Auftreten der 
genannten Antinomie auftritt, in einen positiven Satz über die Eigenschaft von deduk- 
tiven Formalismen verwandelt hat. Ackermann (Burgsteinfurt). 

Seekendorff, Vietor Freiherr von: Beweis und Definition dureh verallgemeinerte 
transfinite Induktion; ihr Aufbau und ihre Stellung in einem logischen Kalkül. S.-B. 
Berlin. math. Ges. 38/39, 1—8 (1940). 

Das Arbeiten mit einem logischen Kalkül wird anschaulich vorgeführt, indem die 
Russell-Whiteheadsche Form des Induktionsschlusses in symbolischer Gestalt dar- 
gestellt wird. — Auf $.2 wird übrigens bei Ex (‚Es gibt ein x“) das E irrtümlicher- 
weise als eine logische Funktion von & bezeichnet. Ackermann (Burgsteinfurt). 

Curry, Haskell B.: A formalization of reeursive arithmetie. Amer. J. Math. 63, 
263—282 (1941). 

Es wird eine Formalisierung der rekursiven Arithmetik aufgebaut, die sich nicht 
auf einen schon vorhandenen Logikkalkül gründet, sondern ein in sich geschlossenes 
und unabhängiges logisches System darstellt. Von diesem formalen System wird ge- 
zeigt, daß es mit dem Hilbert-Bernaysschen Aufbau der Rekursionsfunktionen (Grund- 
lagen der Mathematik I, $7. Berlin 1934; dies. Zbl. 9, 145) äquivalent ist. 

Ackermann (Burgsteinfurt). 


Algebra und Zahlentheorie. 

Allgemeines. Kombinatorik: 

© Peacock, 6. A.: Treatise on algebra. Vol. 1. Arithmetieal algebra. Vol. 2. On 
symbolieal algebra, and its applieations to the geometry of position. New York: Scripta 
math. 1940. Vol.1: XVI, 399 pag., Vol.2: X, 455 pag. $ 6.50. 

© Pettit, H. P., and P. Luteyn: College algebra. 2. edit. New York: Wiley 1941. 

Geymonat, Ludovieo: L’algebra moderna. Saggiatore 1, 239—246 (1940). 

Souto, J. Barral: Produktsummen, gebildet für Kombinationen aus gegebenen 
Zahlen. Bol. mat. 13, 187—204 (1940) [Spanisch]. 


Verf. führt das Symbol (® re ) ein, um damit die sogenannte einfach symmetrische 
m 
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Funktion des Grades m der Zahlen a,,Q, . . ., 4, ZU bezeichnen, d.h. die Summe der Produkte 
bezüglich der einfachen Kombinationen dieser Zahlen zu je m. Er beweist verschiedene Eigen- 
schaften dieser Symbole, von denen einige schon bekannt, andere wiederum Erweiterungen 
bekannter Eigenschaften sind. Die einfach symmetrischen Funktionen waren ebenso wie die 
vollständigen, die den vollständigen Kombinationen der gegebenen Zahlen entsprechen, 
Gegenstand besonderer Untersuchung seitens der Mathematiker der neapolitanischen Schule 
der zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts (Trudi, Fergola, Torelli u.a.) und wurden 
von ihnen durch die Symbole [a,, a, ...,a,]” und (q1,Q,,... .,@n)” bezeichnet. [Vgl. z. B. 


G. Torelli, Giorn. Mat. Battaglini, I. s. 5, 250 (1867).] M. Cipolla (Palermo). 
Stewart, B. M.: Solitaire on a eheekerboard. Amer. Math. Monthly 48, 228—233 
(1941). 


Für ein Spielbrett, das der Gruppe gleichfarbiger Felder des Schachbretts ent- 
spricht, wird durch Angabe von Partiebeispielen gezeigt, daß alle Aufgaben des Solitär- 
spiels, die den bekannten notwendigen Bedingungen genügen, lösbar sind. Spragque. 


Lineare Algebra, Polynome: 


@ Ferrar, W. L.: Algebra: A text-book of determinants, matriees and quadratie 
forms. Oxford: Clarendon press a. London: Oxford univ. press 1941. VII, 202 pag. 12/6. 

Kurosaki, Tiyoko: Über die mit einer Kollineation vertauschbaren Kollineationen. 
Proc. Imp. Acad. Jap. 17, 24—28 (1941). 

Verf. untersucht den Bereich I’ aller (quadratischen) Matrizen P mit 
(1) RA—OADE 
wo A eine gegebene (quadratische) Matrix mit Koeffizienten aus einem Körper K ist 
und cin K liegt. Dabei wird c auf einen Teilbereich M von K beschränkt. Man teile 
die charakteristischen Wurzeln von A in Klassen ein, indem man zwei Wurzeln zur 
gleichen Klasse rechnet, wenn sie sich nur um einen Faktor aus M unterscheiden. 
Entsprechend teile man die voneinander verschiedenen, in X irreduziblen Faktoren 
9,(8),...,@ı(x) von |eE — A| in Klassen ein, indem man zwei Polynome 9;(x) zur 
gleichen Klasse rechnet, wenn ihre Nullstellen einer einzigen Klasse angehören. Die 
Anzahl der Polynomklassen sei d. Für M=list c=1,d=t, und man erhält den 
von Frobenius (S.-B. preuß. Akad. Wiss. 1910, 3—15) und Shoda [Math. Z. 29, 
696— 712 (1929)] behandelten Fall der mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen. Die 
(äußerst knapp dargestellten) Ergebnisse des Verf. sind: Für festes c wird die Anzahl 
der linear unabhängigen Lösungen von (1) bestimmt. J'ist direkte Summe von genau d 
direkt unzerlegbaren Summanden. Beschränkt man sich auf einen solchen Summanden 
T',, so ist, falls |A | = 0 ist, bei beliebigem c jedes P von (1) in der Form P,U dar- 
stellbar mit |P,|#0 und UA=AU. Ist |4| #0, so ist I’, in Klassen zerlegbar 
derart, daß die Matrizen einer Klasse die Lösungen von (1) bei festem c sind und c 
den Bereich M durchläuft. Für jede Klasse sind die Lösungen P wieder von der Form 
P,U mit |P,|#0und UA= AU. Die P mit |P| + 0 bilden eine Gruppe, die einen 
Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe besitzt, der aus allen mit A vertauschbaren 
Matrizen besteht. Rohrbach (Prag). 

Kampen, E. R. van: Elementary proof of a iheorem on Lorentz matrices. Bull. 
Amer. Math. Soc. 47, 288—290 (1941). 

Sind x und y reelle n- und m-Vektoren und x? und y? ihre skalaren Quadrate, 
so betrachtet man die Gruppe der (n + m)-dimensionalen linearen Transformationen 


iz 2) () _ [4x + By 

GrDi\g ke + u 

welche die quadratische Form x? — y? invariant lassen. Givens hat bewiesen (dies. 
Zbl. 22, 299), daß die Vorzeichen der Determinanten |A | und |D| zwei eindimensionale 
Darstellungen dieser Gruppe bilden und daß das Vorzeichen der Determinante der 
Gesamttransformation das Produkt dieser beiden Vorzeichen ist. Für diese Tatsachen 
werden zwei neue Beweise, ein topologischer und ein elementar algebraischer, gegeben. 

van der Waerden (Leipzig). 
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Satterthwaite, Franklin E.: A coneise analysis of certain algebraie forms. Ann. 
math. Statist. 12, 77—83 (1941). 


‚Die Methoden der Tensoralgebra werden für eine raschere Herleitung von Formeln der 
Statistik herangezogen; eingeführt wird ein Vektor 1,, das ist x; = 1, ein Tensor 1;, das ist 


a=1li=1,2,. .;k=1,2,...; ferner wird immer x,= x’ genommen; das Kronecker- 
sche Symbol öj wird regelmäßig verwendet; es tritt dabei wohl ein Schreibfehler auf, da 
einmal ö; = 1, ein anderes Mal öj = n gesetzt wird, wo an eine Summierung gedacht ist. 


Eingeführt wird ein nichtzusammengezogenes (uncontracted) Matrixprodukt O=AOB, 
A=|eil, B=|ßil|; die Elemente von C sind dabei y% = aß}. Offenbar liegt hier eine 
mehrdimensionale Matrix vor, was aber aus der Arbeit nicht ersichtlich ist; dieses Matrix- 
produkt wird zur Bestimmung des Ranges von Matrizen herangezogen. Die ganzen Über- 
legungen werden auf eine Reihe von Formeln der Statistik angewendet und führen zu einer 
Vereinfachung umfangreicher Ableitungen und zur rascheren Ermittlung des Ranges auf- 
tretender Matrizen. F. Knoll (Wien). 


Shestakov, V.: Algebra of double-pole schemes, eonsisting only of double-poles. 
J. techn. Physics, Leningrad 11, 532—549 (1941) [Russisch]. 

© Conkwright, N. B.: Introduetion to the theory of equations. Boston: Ginn 1941. 
VIII, 214 pag. $ 2.00. 

Petreseu, Julian: Eine Verallgemeinerung betreffs der Moduln der Wurzeln alge- 


braiseher Gleichungen. Bemerkung von P. Sergeseu. Gaz. mat. 46, 519—521 u.521—523 
(1941) [Rumänisch]. 


k m 
Die Zahl Vzu + A,) ist eine obere Schranke für die Moduln der Nullstellen des 
Ah 


Polynoms f(z) = 2" +a,2""!+... +a,, wenn 4; = |a,|, A, = Max{A,, A,,..., An} 
und A, = Max{A,,..., Ax-ı, Arzı, - - -, Ant sind. — P. Sergescu bemerkt, daß Ay 
sich ohne weiteres durch die Zahl A} = Max{A,, As, ... ., Ax-ı} ersetzen läßt. — Verf. 
spricht auch einen anderen Satz aus, der von P. Sergescu verschärft wird. 

Gy. v. Sz. Nagy (Kolozsvär). 

Sergeseu, Pierre: Sur les limites de J.-J. Bret. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 652—654 
(1940). 

Kurzer Bericht über die Ergebnisse einer schon referierten Arbeit des Verf. (dies. 
Zbl. 23, 291). @y. v. 82. Nagy (Kolozsvär). 

Montel, Paul: Observations sur la communication de Pierre Sergeseu: Sur les 
limites de J.-J. Bret. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 654—655 (1940). 

Es wird gezeigt, daß man die Sätze von Bret und Sergescu (siehe vorsteh. Ref.) 
durch das folgende Prinzip einfach erhalten kann: Sind f(x), 9,(%), 92(&), 93(x) Poly- 
nome mit positiven höchsten Gliedern, haben ferner die Ungleichungen g,(2) >0, 
9.(2) > 0 und 9,(z) > 0 die Folgerung f(x) > 0, und bedeutet endlich M; eine obere 
Grenze der reellen Nullstellen von g,(z) (k=1,2,3), so ist M = Max(M,, M,, M;) 
eine obere Grenze der reellen Nullstellen von /(z). Gy. v. Sz. Nagy. 


Gruppentheorie: 


Lubelski, S.: Zur Verschärfung des Jordan-Hölderschen Satzes. Rec. math. Moscou, 
N. s. 9, 277279 (1941). | 

Ist die endliche Gruppe ® = NG, das Produkt der Gruppen N und ®,, deren 
Durchschnitt die Einheit ist, und ist N Normalteiler von &, &, Normalteiler einer 
gewissen Gruppe M, so heißt ©, „bezüglich M realer‘ Faktor von &. Existiert kein 
Normalteiler &, von W mit = NG,, so heißt GN „bezüglich M idealer“ Faktor 
von &. Der Jordan-Höldersche Satz gilt auch für Aufspaltungen mit idealen Faktoren, 
wie durch vollständige Induktion bewiesen wird. J.J. Burckhardt (Zürich). 

Liapin, E.: On the deeomposition of abelian groups into direet sums of groups 
of the first rank. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 1939, 141—146 u. engl. Zusammen- 
fassung 147—148 [Russisch]. 

Verf. gibt eine notwendige wie hinreichende Bedingung dafür an, daß eine abelsche 
Gruppe @ in direkte Summanden vom Range 1 zerlegbar ist unter der Voraussetzung, 
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daß eine solche Zerlegung für die Torsionsuntergruppe T und die Faktorgruppe @] T 
existiert. Unter Benutzung des Charakteristikenbegriffes der Theorie der torsionsfreien 
abelschen Gruppen nennt Verf. ein Element g von @ in einer Teilmenge A von G 
maximal, wenn seine Charakteristik durch die Charakteristiken jedes Elementes von A 
teilbar ist. Die Bedingung lautet dann: In jeder Nebengruppe von T existiert wenig- 
stens ein maximales Element. (Referat nach englischer Zusammenfassung.) Ulm. 

Clifford, A. H.: Partially ordered abelian groups. Ann. of Math., II. s. 41, 465 —473 

1940). 

= berichtet über Ergebnisse in der Theorie der halbgeordneten abelschen 
Gruppen. Beweise werden i. a. nicht gegeben, da mach Verf. seine Resultate alle ent- 
halten sind in der Arbeit von P. Lorenzen: Abstrakte Begründung der multiplikativen 
Idealtheorie [Math. Z. 45, 533—553 (1939); dies. Zbl. 21, 387]. Ulm. 

Moisil, Gr. €.: Sur la representation des groupes abeliens infinis. 1. Bull. Sect. Sci. 
Acad. Roum. 23, 358—361 (1941). 

Es handelt sich um eine Art Darstellung von abelschen Gruppen, deren sämtliche 
Elemente die Ordnung 2 haben. Die Betrachtungen ließen sich unter Benutzung z. B. 
der bekannten Struktur dieser Gruppen vereinfachen. Ulm (Münster i. W.). 

Specht, Wilhelm: Darstellungstheorie der endlichen Gruppen. J. reine angew. Math. 
182, 242—248 (1940). 

Bericht über die Ergebnisse von R. Brauer und C. Nesbitt (vgl. dies. Zbl. 16, 
341; 18, 295). Zassenhaus (Hamburg). 

Malcev, A.: On isomorphie matrix representations of infinite groups. Rec. math. 
Moscou, N. s. 8, 405—421 u. engl. Zusammenfassung 421—422 (1940) [Russisch]. 

Unter welchen Bedingungen läßt sich eine abstrakte Gruppe © treu darstellen 
durch Matrizen gegebenen Grades n, deren Koeffizienten aus einem Körper der Cha- 
rakteristik x stammen ? Eine erste Antwort auf diese Frage gibt der Satz: Eine Gruppe 
ist treu n, x-darstellbar, wenn jede aus endlich vielen Elementen der Gruppe erzeugte 
Untergruppe treu n, x-darstellbar ist. Zum Beweise wird jedem Element & eines 
Erzeugendensystemes eine n-reihige Polynommatrix (x/%) zugeordnet. Die Bedin- 
gungen für treue Darstellbarkeit laufen auf Relationen P=0 und Ungleichungen 
Q = 0 hinaus, die durch Einsetzen von Elementen eines geeigneten Körpers der Cha- 
rakteristik x für die Polynomvariabeln simultan erfüllt werden sollen. (Es ist leicht 
einzusehen, daß jede treue Darstellung von & mit Hilfe einer Polynommatrix auf eine 
Darstellung transformiert wird, in der alle Diagonalelemente sämtlicher Darstellungs- 
matrizen, ausgenommen die Einheitsmatrix, von 1 verschieden sind.) Der Satz folgt 
nun aus dem Lemma: Die Teilmenge © eines Polynombereiches B über dem Rest- 
klassenbereich der ganzen Zahlen modulo x, die sich aus einer Menge R von Relationen 
und einer Menge U von Ungleichungen zusammensetzt, ist dann (und nur dann) durch 
Einsetzen von Werten aus einem Körper der Charakteristik x erfüllbar, wenn jedes 
endliche Teilsystem von © erfüllbar ist. — Beim Beweise des Lemmas werde beachtet, 
daß die lokal erfüllbaren, © enthaltenden Systeme im Sinne der Beziehung des Ent- 
haltens eine teilweise geordnete, nach oben abgeschlossene Menge bilden. In ihr gibt 
es nach dem Maximalsatz der Algebra ein maximales System ©. Aus der Maximal- 
eigenschaft des lokal erfüllbaren Systemes © folgt, daß die Menge R’ der Relationen 
ein Primideal von % bildet und daß die Menge W’ der Ungleichungen die zu #’ kom- 
plementäre Menge in ® ist. Daher liefert der Übergang von den Variabeln x® zu 
den zugehörigen Restklassen in P/R’ die gesuchte Einsetzung. — Dasselbe Lemma 
ergibt, daß eine Gruppe eine reduzible bzw. vollreduzible treue n, x-Darstellung be- 
sitzt, sobald dasselbe für jede aus endlich vielen Elementen erzeugte Untergruppe gilt. 
Ferner ist eine treue n, x-Darstellung der ganzen Gruppe genau dann reduzibel bzw. 
vollreduzibel, wenn dasselbe für jeden lokalen Teil gilt. — Eine treu n, x-darstellbare 
Gruppe aus endlich vielen Erzeugenden läßt sich mit passendem r treu rn, x-darstellen 
in einer rein transzendenten Erweiterung des Primkörpers der Charakteristik x. Ob 


9 


schon eine algebraische Erweiterung des Primkörpers ausreicht, ist noch nicht ent- 
schieden. Wenn sich eine Gruppe aus endlich vielen Erzeugenden nicht treu n, O-dar- 
stellen läßt, so läßt sie sich auch für fast alle Primzahlen p nicht treu n, p-darstellen. 
Aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, daß eine treu darstellbare Gruppe mit endlich 
vielen Erzeugenden nicht isomorph zu einer ihrer echten Faktorgruppen sein kann. 
Diese Gruppen umfassen alle Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden, für die bisher 
die Hopfsche Vermutung bewiesen worden ist. Am Schluß der Arbeit wird eine nicht 


treu darstellbare Gruppe aus 2 Erzeugenden angegeben. — Als Limesgruppe einer 
Folge von Gruppen ®,, &,,... wird jede Gruppe & bezeichnet, für die Homomor- 
phismen > 6,6 > 6,,... bestehen, bei denen jedes von 1 verschiedene Element 


aus © nur endlich oft auf 1 abgebildet wird. Mit Sätzen der Eliminationstheorie wird 
bewiesen: Jede treu n, O-darstellbare Gruppe aus endlich vielen Erzeugenden ist Limes 
einer Folge von treu n, p;-darstellbaren endlichen Gruppen &,;(p; > 0). Über Dar- 
stellungen bei Charakteristik p > 0 ergibt sich, daß jede treu n, p-darstellbare Gruppe 
Limes einer Folge von treu n, p-darstellbaren endlichen Gruppen ist, ferner als Ver- 
allgemeinerung eines Satzes von Dickson, daß jede treu und zugleich irreduzibel dar- 
stellbare Gruppe endlich ist, also nach Dickson die Ordnung 1 hat. — Eine abelsche 
Gruppe ist genau dann n, O-darstellbar, wenn für alle p die p-Sylowgruppe direktes 
Produkt von höchstens n quasizyklischen p-Gruppen ist. (Eine Gruppe heißt quasi- 
zyklisch, wenn endlichviele Elemente stets eine zyklische Untergruppe erzeugen.) 
Eine abelsche Gruppe ist genau dann n, x-darstellbar (x > 0), wenn der Exponent 
der x-Sylowgruppe Teiler von x* ist und für p = x die p-Sylowgruppen jeweils direktes 
Produkt von höchstens n — s quasizyklischen p-Gruppen sind (Beweis nicht aus- 
geführt). Nach Schur und Burnside sind periodische Gruppen (= Gruppen aus lauter 
Elementen endlicher Ordnung) nur dann treu darstellbar, wenn sie lokal endlich sind. 
Als Ergänzung dazu wird gezeigt, daß eine Gruppe genau dann n, O-darstellbar ist 
(mit passendem n!), wenn sie durch Erweiterung des direkten Produktes endlich vieler 
quasizyklischer periodischer Gruppen mit einer endlichen Faktorgruppe entsteht. 
Zassenhaus (Hamburg). 

@ Littlewood, Dudley E.: The theory of group characters and matrix representations 
of groups. Oxford: Clarendon press a. London: Oxford univ. press 1940. VIII, 292 pag. 
20/-. 

Tovbin, A. V.: Sur Pexistenee du eentre des groupes infinis et finis. ©. R. Acad. Sci. 
URSS, Ns. 31, 198 (1941). 
Verf. beweist als Satz 1 die triviale Tatsache: „Wenn 3, ein Normalteiler der 
Gruppe ® und [8:%,] endlich ist, wenn ferner ®, ein von 1 verschiedenes Zentrum 
hat, dessen Ordnung durch die Primzahl p teilbar ist, so enthält ® einen abelschen 
Normalteiler, der eine p-Gruppe ist.‘“ Dieser „Satz“ gilt sogar ohne die vom Verf. 
eingeführte Beschränkung, daß [8:8,] endlich sein müsse; denn das Zentrum eines 
Normalteilers ist, als charakteristisch in diesem, selbstverständlich Normalteiler der 
ganzen Gruppe. Ebenfalls ganz naheliegend ist die als Satz 2 bezeichnete Folgerung 
aus Satz 1. „Wenn unter den Voraussetzungen von Satz 1 der Index [8:8,] eine 
Potenz von p ist, so ist die Ordnung des Zentrums von ® durch p teilbar.“ Schließlich 
spezialisiert Verf. ® auf eine p-Gruppe und erhält: „Wenn die p-Gruppe ® eine Unter- 
gruppe ®, von endlichem Index in ® enthält und das Zentrum von ®, =+ 1 ist, so 
ist auch das Zentrum von ® von 1 verschieden.“ Grün (Berlin). 
Fouxe-Rabinovitch, D. I.: Über die Automorphismengruppen der freien Produkte. 1. 
Rec. math. Moscou, N.s. 8, 265276 u. dtsch. Zusammenfassung 276 (1940) 
[Russisch]. 

Fouxe-Rabinoviteh, D. I.: Über die Automorphismengruppen der freien Produkte. 2. 
Rec. math. Moscou, N. s. 9, 183—220 u. dtsch. Zusammenfassung 220 (1941) [Russisch]. 

Für die Automorphismengruppe des freien Produktes ® = X, *4g* :-- *U, von 
endlich vielen frei unzerlegbaren Gruppen werden Erzeugende und ein vollständiges 
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System definierender Relationen angegeben. Nach geeigneter Umnumerierung mögen 
YA, = (a), =), . ., Am = (Am) unendliche zyklische Gruppen, die übrigen freien 
Faktoren dagegen nicht isomorph zur unendlichen zyklischen Gruppe sein. Jede vor- 
handene Isomorphiebeziehung W; & W,, i + j läßt sich derart durch einen Isomorphis- 
mus 9;, zwischen X; und X, verwirklichen, daß stets 0;;° 05x = 0 gilt. Jeder Auto- 
morphismus 9; von W; läßt sich eindeutig zu einem Automorphismus ®; von Ö ergänzen 
durch die Vorschrift, daß jeder von U; verschiedene freie Faktor elementweise fest- 
gelassen werden soll. Alle 9; bilden eine Gruppe ®,; von Automorphismen, die zu der 
Gruppe aller Automorphismen von X; isomorph ist. Ferner läßt sich jedes Isomorphis- 
menpaar 0,,;, 0,;(d < 5) eindeutig zu einem Automorphismus @;, von & ergänzen durch 
die Vorschrift, daß die von W;, X, verschiedenen freien Faktoren elementweise fest- 
gelassen werden sollen. Alle ;,; erzeugen eine Gruppe (2 von Automorphismen, die 
isomorph ist zu dem direkten Produkt endlich vieler symmetrischer Permutations- 
gruppen. Alle Automorphismen a% (# #7, j>m) bzw. BR, ya), j=m), die 
alle von W, verschiedenen freien Faktoren elementweise festlassen und die Elemente 
aus X, mit dem festen Element af” aus W; transformieren bzw. von rechts oder von 
links her multiplizieren, erzeugen bei festgehaltenen Indices :, 5 Gruppen W;,, Bis, Ciy, 
die jeweils zu X; isomorph sind. Der erste Hauptsatz der Arbeit lautet: Die Auto- 
morphismengruppe /' von & wird erzeugt von allen Gruppen ®,, 2, W;,, Bi, &i;. Im 
zweiten Hauptsatz wird die Liste der definierenden Relationen zwischen den im ersten 
Hauptsatz erhaltenen Erzeugenden von J' angegeben. Der Beweis der beiden Sätze 
stützt sich auf den Satz von Kurosch (dies. Zbl. 9, 10), daß jeder Automorphismus von 
& jeden freien Faktor, der nicht isomorph zur unendlichen zyklischen Gruppe ist, auf 
eine Gruppe abbildet, die durch Transformieren mit einem von dem Faktor abhängigen 
Element der ganzen Gruppe entsteht, ferner auf die grundlegende Arbeit von Nielsen 
[Math. Ann. 91, 169—209 (1924)], in der dieselben beiden Sätze bereits für den Fall 
m = n bewiesen sind. Teil I der Arbeit behandelt den Fall m = 0, Teil II den allgemei- 
nen Fall. Die tabellenmäßige Anordnung der gruppentheoretischen Rechnungen ist 
bemerkenswert. Zassenhaus (Hamburg). 

Thrall, Robert M.: A note on atheorem by Witt. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 303—308 
(1941). 

Sei F die freie Gruppe mit n Erzeugenden und F° das c-te Glied der absteigenden 
Zentralreihe von F. Sei H, der von den k-ten Potenzen der Elemente von F erzeugte 
Normalteiler von F und F,= F/H;, 6x. = Fı/F%*!. Nach E. Witt (dies. Zbl. 16, 
244) ist Q° — F°/F°+! eine freie Abelsche Gruppe mit y,(n) = 1/c?) u(c/d)n? Er- 
zeugenden (die Summe über alle Teiler d von c erstreckt, u —= Möbiusfunktion). Hier- 
von ausgehend wird gezeigt, daß für die Primzahl » > c und q = p* das Zentrum von 
G,,e die Ordnung qY mit N=y,(n) hat. Sind die Primteiler von k alle größer als co, 
so gilt dasselbe für das Zentrum von @,,,. Die charakteristischen Untergruppen von 
@,,., die im Zentrum liegen, werden aufgestellt. Zu diesem Zweck bedeute M, den 
Tensorraum vom Rang c über@F[p]. Ein Homomorphismus bildet M, auf das Zentrum 
von G,,. ab, und die Zerfällungstheorie des Tensorraumes unter der vollen linearen 
Gruppe modp liefert die charakteristischen Untergruppen. Dies wird ausgeführt für 
G,,;, und G,,mitn=3bzw.n=4. J.J. Burckhardt (Zürich). 

Brahana, H. R.: Finite metabelian groups and Plücker line-coördinates. Amer. J. 
Math. 62, 365—379 (1940). 

Es handelt sich um die Bestimmung aller endlichen metabelschen Gruppen @, 
deren sämtliche Elemente die Ordnung p haben und deren Zentrum O gleichzeitig 
Kommutatorgruppe ist. Der Kommutator (U, V) von zwei Elementen von @ hängt 
nur von den Restklassen von U und V in@/C ab. Sind U,, 
der Erzeugenden von @/C und ist (U,, U,) = r;,, so ist 

(U, M=(UR... Uns, IM... War) = Irmw-zn 


k+1? k+1 . 
i<j 


2.5, Ug+ı Repräsentanten 
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Bei gegebenem k gibt es eine „Maximalgruppe“, die man erhält, indem man alle N 
als unabhängige Erzeugende von C nimmt; die so erhaltene Gruppe C von der Ord- 


k+1 

nung AN = ) heiße X. Alle anderen Gruppen @ der betrachteten Art sind Faktor- 
gruppen der Maximalgruppe nach Untergruppen von K. Schreibt man die Elemente 
von K in der Form I/r#‘, so sind diese Untergruppen lineare Teilräume im Raume 
der 2;,. Deutet man die x, und y, als projektive Koordinaten in einem projektiven 
Raum $;, ebenso die z;, als projektive Koordinaten in einem endlichen projektiven 
Raum R der Dimension Ge — 1, so ist in R eine algebraische Mannigfaltigkeit $ 
ausgezeichnet, bestehend aus den Punkten z, deren Koordinaten die Plückerschen 
Linienkoordinaten 2,,—= 2,4; — 2,4; einer Geraden in S, sind. Gehört ein solcher 
Punkt zum linearen Teilraum, der die Gruppe @ bestimmt, so gibt es in @ eine abelsche 
Untergruppe der Ordnung p°+?, wo p° die Ordnung von C ist. In dieser Weise kann 
man aus der Lage des linearen Teilraums in bezug auf $ alle Eigenschaften der Gruppe @ 
ablesen. Das vorgelegte gruppentheoretische Problem kommt auf die Klassifizierung 
aller linearen Teilräume von R in bezug auf die Transformationsgruppe, die von der 
projektiven Gruppe des S; induziert wird, hinaus. Diese Klassifizierung wird für k< 3 
vollständig durchgeführt. van der Waerden (Leipzig). 

Iwasawa, Kenkiti: Über die Einfachheit der speziellen projektiven Gruppen. Proc. 
Imp. Acad. Jap. 17, 57—59 (1941). 

Die Gruppe aller quadratischen Matrizen n-ten Grades mit Koeffizienten aus einem 
Körper k und von O verschiedener Determinante heißt die allgemeine lineare Gruppe 
@L(n, k). Sie enthält einen Normalteiler, bestehend aus allen Matrizen mit der Deter- 
minante 1, welcher die spezielle lineare Gruppe SL(n, k) genannt wird. SL(n, k) ent- 
hält ein Zentrum Z, und die Faktorgruppe SL(n, k)/Z wird als spezielle projektive 
Gruppe PSL(n, k) bezeichnet. Verf. beweist allgemein, daß PSL(n,k) fürn>1 
einfach ist, ausgenommen die Fällen =2,k=GF(2) undn=2, k=GF(3). Bisher 
war dies nur mit der Einschränkung bewiesen, daß für einen unendlichen Körper k 
die Charakteristik =2 oder k vollkommen sein müsse. — Zunächst zeigt Verf.: Die 
Gruppe SL(n, k) ist ihre eigene Kommutatorgruppe außer, wenn n=2, k=@F(2) 
oder n=2, k=GF(3) ist. Der Beweis erfolgt, indem nachgewiesen wird, daß die 
Erzeugenden von SL(n, k) selbst Kommutatoren in SL(n,k) sind. Dann wird die 
Gruppe PSL(n,k) als Permutationsgruppe von Punkten des projektiven (n — 1)- 
dimensionalen Raumes über k aufgefaßt und gezeigt, daß diese Permutationsgruppe 
zweifach transitiv ist. Daraus kann Verf. auf einfache Weise folgern: Wenn PSL(n, k) 
einen Normalteiler enthält, so ist seine Faktorgruppe abelsch. Das ist aber, abgesehen 
von den Fällenn = 2, k=GF(2) undn=2,k=@F(3) nach dem zuerst bewiesenen 
Satz unmöglich. Also ist PSL(n, k) einfach. Grün (Berlin). 


Kawada, Yukiyosi: Über die Überlagerungsgruppe und die stetige projektive Dar- 
stellung topologischer Gruppen. Jap. J. Math. 17, 139—164 (1940). 

Im 1. Teil der Arbeit entwickelt Verf. die Theorie der Überlagerungsgruppe für 
die zusammenhängenden und im kleinen zusammenhängenden topologischen Gruppen, 
entsprechend der von O. Schreier [Abh. math. Semin. Hamburg Univ. 4, 15—32 (1925); 
5, 233—244 (1927)] für die zusammenhängenden, im kleinen zusammenhängenden und 
im kleinen einfach-zusammenhängenden topologischen Gruppen entwickelten Theorie. 
Der Ansatz zur Definition der Überlagerungsgruppe ist einer Arbeit von L. Vietoris 
entnommen [Math. Ann. 97, 454—472 (1927)]. — Im 2. Teil wird eine allgemeine 
Theorie der stetigen projektiven Darstellungen topologischer Gruppen begründet. Ins- 
besondere wird mittels einer Idee von I. Schur [J. reine angew. Math. 127, 20—50 
' (1904)] ein Satz bewiesen, welcher die Untersuchung jeder stetigen projektiven Dar- 
stellung einer topologischen Gruppe @ auf die einer stetigen ganzen Darstellung einer 
endlich-vielblättrigen Überlagerungsgruppe von @ reduziert. Ferner wird der „Mul- 
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tiplikator“, d.h. die Gruppe der Faktorensysteme, in engen Zusammenhang mit der 
Fundamentalgruppe gebracht. Über den Multiplikator der kompakten, metrischen, 
zusammenhängenden und im kleinen zusammenhängenden Gruppen gelten viel ein- 
fachere Sätze als bei diskreten. Nöbeling (Erlangen). 
Post, Emil L.: Polyadie groups. Trans. Amer. Math. Soc. 48, 208—350 (1940). 
G* sei eine Gruppe, @, Normalteiler von @* und G*/@, zyklisch von der Ordnung 
m — 1. Die erzeugende Restklasse @ von G*/@, hat folgende Eigenschaften: I. In @ 
ist eine m-adische Verknüpfung a,a;- --aq„—= a definiert. II. Die Gleichung a,az-- -a„—a 
ist für jedes a, eindeutig lösbar. III. (a, - - - 4m) Am+ı *"Agm-1ı=41(4g °'* Am+1) ** "dam-ı 
— 41: (Ay: Agm-ı). Jede Menge @, die I. bis III. erfüllt, heißt m-Gruppe. Setzt 
man in einer m-Gruppe G a, ---%=b, --b,, wenn es Elemente s,,...,s, und 
teste gibt mit Ha ae msi br dl te, So wird da- 
durch die Menge der i-ade von @ zu einer Gruppe @*, die Menge der (m — 1)-ade zu 
einem Normalteiler @, von G*, und @ ist erzeugende Restklasse der zyklischen Gruppe 
(m — 1)-ter Ordnung G@*/@,. Obwohl also die Theorie der polyadischen Gruppen in 
der gewöhnlichen Gruppentheorie enthalten ist, läßt sich die polyadische Theorie 
selbständig entwickeln, und es ist überraschend, wie weitgehend parallel beide Theorien 
gehen. Unter den Begriffen, die Verf. ausführlich für endliche polyadische Gruppen 
entwickelt, seien genannt: Untergruppen, Isomorphismen, zyklische Gruppen, freie 
Gruppen, Worte, Kommutatorgruppe, Abelsche Gruppen, Zentrum, Frobeniusscher 
Satz, Sylow-Gruppen; Substitutionsgruppen, Darstellungen, Transitivität, Primitivi- 
tät, Holomorph; lineare Gruppen, Kollineationen, Hermitesche Invarianten, kano- 
nische Form. P. Lorenzen (Bonn). 


Verbände. Ringe. Körper: 


Nakamura, Masahiro: Closure in general lattices. Proc. Imp. Acad. Jap. 17, 5—6 
(1941). 

Nach Kuratowski wird in einer Menge M eine abstrakte Topologie definiert 
durch einen N-vollständigen Verband von Untermengen von M. Verf. betrachtet 
N-vollständige Unterverbände eines beliebigen Verbandes. Diese entsprechen trivialer- 
weise eineindeutig den Bildungen ‚abgeschlossener Hüllen‘ und bilden ihrerseits einen 
Verband. P. Lorenzen (Bonn). 

Dilworth, R. P.: Ideals in Birkhoff lattiees. Trans. Amer. Math. Soc. 49, 325—353 
(1941). 

© sei ein Verband. Ein Teilverband a heißt ein Ideal, wenn a mit a alle x> a enthält. 
Die Vereinigung a U b zweier Ideale enthält alle > aUb,a&a,bEb; and enthält 
alle y>anbd. Die Ideale bilden einen Verband 2, der den zu © isomorphen Verband 
aller Hauptideale (a) enthält: Gilt «> b, aber für kein x a>xDb, so schreibt man 
a > b (‚a covers b“). Mit Wohlordnung wird folgende Verallgemeinerung des Stone- 
schen Satzes über die Existenz von Primidealen in einer Booleschen Algebra bewiesen: 
© sei beliebig. Ist das Ideal b > (a) und b =# (a), so existiert ein Ideal p mit b > p > (a). 
— Ein Element a in © erfüllt die Birkhoffbedingung B1, wenn aub>a,cDa,c»$b 
folgt, daß bUc>cist. B2 ist die dazu duale Bedingung. © heißt ein Birkhoffscher 
Verband, wenn jedes Element von &, als Hauptideal aufgefaßt, im Idealverband & 
die Bedingung B1 erfüllt (dies ist weniger, als wenn jedes Element von & B1 erfüllt). 
Alle Ideale aus 2, die zwischen (a) und der Vereinigung aller Ideale b > (a) liegen, 
bilden einen Verband %,. Ist © ein Birkhoffscher Verband, in dem jedes Element als 
Durchschnitt irreduzibler Elemente darstellbar ist (a heißt irreduzibel, wenn aus 
a=bNe stets b=a oder c=a folgt), so ist 2, dann und nur dann archimedisch 
(d.h. sowohl die aufsteigenden wie die absteigenden Ketten in £, sind endlich), wenn 
die Anzahl der Komponenten in den irreduziblen Zerlegungen von a beschränkt sind. 
Hat 2, die Länge k, so hat a eine unverkürzbare Zerlegung in % irreduzible Elemente. 
Für modulare Verbände ergeben diese Überlegungen einen neuen Beweis des Kurosch- 
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Oreschen Satzes über die Längengleichheit und die Austauschmöglichkeit zweier un- 
verkürzbarer Durchschnittsdarstellungen eines Elementes. — Als Bedingung E, von 
MacLane wird die Forderung bezeichnet: Ita >bD>ancunde + aN c, so existiert 
einc, FaNnc, so daß cDc, DaNnceundb=an(bU c,}) ist. Es gibt Verbände, die 
Birkhoffsche Verbände sind, ohne EZ, zu erfüllen. Gibt es höchstens endlich viele 
Ideale p > (a) zu jedem Element a aus &, so sind äquivalent: (1) E, gilt in ©, (2) © ist 
ein Birkhoffscher Verband, (3) B1 gilt im Idealverband &. — Die beiden Hauptsätze 
über Zerlegung in irreduzible Elemente sind: I. © erfülle die aufsteigende Ketten- 
bedingung. Jedes Element von © ist dann und nur dann eindeutig als unverkürzbarer 
Durchschnitt von irreduziblen Elementen darstellbar, wenn © E, erfüllt und A: Aus 
auUbDzDandb, anz=bnz=and folgt z=and. Statt EZ, und A kann 
auch gefordert werden, daß & ein Birkhoffscher Verband und 2, für jedes a eine 
Boolesche Algebra ist. II. © erfülle die aufsteigende Kettenbedingung. Die Anzahl 
der Komponenten in den unverkürzbaren Durchschnittsdarstellungen eines Elementes 
ist dann und nur dann dieselbe, wenn 2, stets modular ist. G@. Köthe (Gießen). 

Dieudonne, Jean: Sur les syst&mes hypereomplexes. ©. R. Acad. Sci., Paris 211, 
172—174 (1940). 

Es werden Ringe mit Maximal- und Minimalbedingung untersucht. Ein solcher 
Ring o heißt linksseitig fasteinfach (quasi-simple & gauche), wenn er direkte Summe 
von minimalen, untereinander isomorphen Linksidealen ist. Die Summe der nilpotenten 
unter diesen ist ein zweiseitiges Ideal a’, und man hat o= 2% +.a, wobei & ein ein- 
faches System, also ein voller Matrixring über einem Schiefkörper K ist, während 
a?®=0. Ist a’= 0, so ist jedes minimale Rechtsideal von o nilpotent, also in a’ ent- 
halten. Die Multiplikationstafel eines solchen fasteinfachen Ringes läßt sich auf eine 
übersichtliche Gestalt bringen, indem man für isomorphe Ideale entsprechende Basen 
wählt. — Beliebige Ringe werden nun, soweit möglich, aus links- und rechtsseitig Fast- 
einfachen aufgebaut. Ist / ein minimales Linksideal von o, so ist die Summe aller 
zu l isomorphen Linksideale ein linksseitig fasteinfaches System; es gibt endlichviele 
solche Systeme a,;, die nicht nilpotent sind, und ihre Summe ist direkt. Zerlegt man 
wie vorhin: ; = %;+.a/, und analog für die rechtsseitig fasteinfachen Systeme 
u, =R, + b;, so ist entweder =b, = % = N, einfach, oder der Durchschnitt von 
und b, ist ein nilpotentes zweiseitiges Ideal d,,—= «4 N bj. Für jedes i ist a; die direkte 
Summe aller d;, und eines Linksideals a/,; ebenso 5 =D) d,, + bj,. Schließlich hat 
man für o die Zerlegung 

o=-B + =- DEM) + ZI, +++, 
wobei ®, ein halbeinfacher Ring, ©, ein zweiseitiges Ideal und f ein Unterring von 
weniger übersichtlicher Struktur ist. In ©, ist ein nilpotentes zweiseitiges Ideal U, 
ausgezeichnet, die Summe aller nilpotenten minimalen Links- und Rechtsideale 
von D. van der Waerden (Leipzig). 


Matusita, Kameo: Über die Idealtheorie im Integritätsbereich mit dem eingeschränk- 
ten Vielfachenkettensatz. Proc. phys.-math. Soc. Jap., III. s. 23, 8—12 (1941). 

Bekanntlich gilt für einen ganz abgeschlossenen Integritätsbereich % dann und nur 
dann der Z.P.I. (Satz von der eindeutigen Primidealfaktorzerlegung aller Ideale), 
wenn $ 1. der eingeschränkten Minimalbedingung (dem eingeschränkten Vielfachen- 
kettensatz) und 2. der Maximalbedingung (dem Teilerkettensatz) genügt. Y. Akizuki 
hat nun bewiesen, daß die Maximalbedingung aus der eingeschränkten Minimalbedin- 
gung folgt, daß also die ausdrückliche Formulierung von Voraussetzung 2 neben Vor- 
aussetzung 1 überflüssig ist (vgl. dies. Zbl. 12, 245). Darüber hinaus zeigt Verf., daß 
die Gültigkeit des Z.P.I. für % aus der eingeschränkten Minimalbedingung erschlossen 
werden kann, ohne daß zunächst die Gültigkeit der Maximalbedingung in vollem Um- 
fange bewiesen werden muß. In der Tat braucht man für die üblichen Schlüsse nur 
zu wissen, daß einerseits in { jedes Ideal das Produkt von endlich vielen, paarweise 
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teilerfremden Primäridealen darstellt, und daß andererseits in {% jedes Primärideal eine 
endliche Potenz seines zugehörigen Primideals enthält. Die Richtigkeit dieser beiden 
letzten Tatsachen kann aber leicht unmittelbar aus der eingeschränkten Minimal- 
bedingung abgeleitet werden. Krull (Bonn). 

Mori, Shinziro: Über die Produktzerlegung der Hauptideale. 4. J. Sci. Hirosima 
Univ. A 11, 7—14 (1941). 

Die früheren Untersuchungen des Verf. über die Produktzerlegung der Haupt- 
ideale in kommutativen Ringen (dies. Zb]. 18, 200; 24, 9; 23, 199) werden ergänzt und 
abgeschlossen durch die Aufstellung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß in einem Ringe ohne Einheitselement jedes Hauptideal (nicht unbedingt 
eindeutig) als Produkt von endlich vielen Primidealen dargestellt werden kann. Krull. 

Brown, D. M.: Arithmeties of rational generalized quaternion algebras. Bull. Amer. 
Math. Soc. 46, 899—908 (1940). 

Für eine Quaternionenalgebra mit rationalem Zentrum soll eine Minimalbasıs, 
d.h. eine Basis einer maximalen Ordnung (arithmetic), bestimmt werden. Diese Auf- 
gabe ist leicht zu lösen, wenn man die ternären quadratischen Stammformen zur Ver- 
fügung hat, deren Diskriminante (im Sinne des Ref.; dies. Zbl. 17, 196) gleich der 
Grundzahl der betreffenden Algebra ist. Denn dann kann man eine Basis für jeden 
möglichen Typus von maximalen Ordnungen leicht hinschreiben [vgl. H. Brandt, Der 
Kompositionsbegriff bei den quaternären quadratischen Formen; Math. Ann. 91, 300 
bis 315, insbes. 309 (1924)]. Benutzt man aber wie der Verf. die Formen nicht, so 
geht man von irgendeiner Ordnung aus und erweitert sie so lange, bis die entstehende 
Ordnung maximal oder was dasselbe ist, die Normenform Stammform wird. Verf. 
benutzt als Ausgangsordnung eine solche, deren Normenform nur rein quadratische 
Glieder mit Koeffizienten 1, a, b, ab hat, wobei a und 5 quadratfrei sind, und schließt 
sich dabei unter anderm an Albert (dies. Zbl. 8, 293), Latimer (dies. Zbl. 18, 147; 
16, 52; 17, 150) und Hull (dies. Zbl. 14, 249) an. Er gibt einige Vereinfachungen zu 
den früheren Untersuchungen. H. Brandt (Halle). 

Arf, Cahit: Untersuchungen über quadratische Formen in Körpern der Charakte- 
ristik 2. (Tl.1.) J. reine angew. Math. 183, 148—167 (1941). 

Zweck dieser Arbeit ist, die Methoden und Ergebnisse von Witt [J. reine angew. 
Math. 176, 31—44 (1936); dies. Zbl. 15, 57] auf quadratische Formen über einem 
Körper k der Charakteristik 2 zu übertragen. Jede solche Form läßt sich in die Gestalt 


N) F-yu+r =Y (+ buy tum) +42 
1 1 


mit d; + 0 transformieren. F* heißt der quasilineare Teil von F; er ist bis auf Äqui- 
valenz eindeutig bestimmt, und man kann annehmen, daß er die Null nicht darstellt, 
da F sich sonst als Form in weniger als m = 2n + n* Variabeln darstellen läßt. Fehlt 
der Teil #*, so heißt F vollregulär. — Der Form F ist eine Cliffordsche Algebra C(F) 
vom Range 2” invariant zugeordnet. Ist F nach (1) zerlegt, so ist C(F) direktes Pro- 


dukt von Algebren C'(f;) und k(Yd,), die den einzelnen Summanden rechter Hand zu- 
geordnet sind. Die C'(f;) sind normale einfache Algebren vom Range 4, erzeugt durch 
zwei Elemente u, v mit den Relationen = a, uw+tvwu=b,v”=c. Der Körper 
k(o), definiert durch ®@® + = a,cb;?, ist Zerfällungskörper von C(f;), aber auch 
Zerfällungskörper der binären Form f; und als solcher eine Invariante von fi. Dieser 
Zerfällungskörper und die Algebra C’(f;) bilden ein volles Invariantensystem der Form f;: 
zwei binäre vollreguläre Formen sind äquivalent, wenn sie in diesen zwei Invarianten 
übereinstimmen. Das Körperelement A(f;) = a;c;5;? ist nicht eindeutig bestimmt, 
sondern nur modulop%, d.h. bis auf Zusatzglieder der Form g?-++g. Die Summe 
A(F) = I A(fı) ist (mod pk) eine Invariante von F. Damit fi die Null darstellt und 
somit ; = 2 ist, ist A(f) = 0 (mod pk) notwendig und hinreichend. Wenn F die Null 
darstellt, ist sie in die Gestalt > y, + / transformierbar, wo f die Null nicht mehr 
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darstellt und bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmt ist. Für ternäre Formen F— fıt+d2? 
= (aa +bxzy-+cy?) + dz? bilden die Klasse dg? und die Algebra C(df,) ein voll- 
ständiges Invariantensystem. Eine solche Form stellt die Null dann und nur dann 
dar, wenn die Algebra O(df,) zerfällt. Eine quaternäre Form F=f, + dhatdz 


stellt die Null dann und nur dann dar, wenn die Algebra O(d,fı)°% ( Ya,d,) zerfällt. 
Eine vollreguläre quaternäre Form F stellt die Null dann und nur dann dar, wenn 
die Algebra O(F) in dem durch ®® + ® = A(F) definierten Körper k(®) zerfällt. Wird 
über den Körper k die Voraussetzung gemacht, daß die Klassen der normalen einfachen 
Algebren vom Grade 2 über k eine Gruppe bilden, so stellt jede Form von einem der 
beiden Typen = f,+%,+hund#=f,+f,+.dz? die Null dar. Die Variabeln- 
zahl m = 2n, die Algebra O(F) und die Klasse A(F) bilden dann ein volles Invarianten- 
system für die vollregulären quadratischen Formen F. van der Waerden. 

Loonstra, F.: Folgen und Reihen in bewerteten Körpern. (1. Mitt.) 2. Akad. We- 
tensch. Amsterdam, Proc. 44, 397—408 (1941). 

Im Anschluß an seine erste Veröffentlichung (dies. Zbl. 24, 291) überträgt Verf. 
eine Anzahl bekannter elementarer Reihensätze auf den Fall, daß die Reihenglieder 
nicht speziell dem Körper aller komplexen Zahlen, sondern einem beliebigen, perfekt 
bewerteten Körper angehören (Wurzel- und Quotientenkriterium für Reihenkonver- 
genz, Bestimmung des Konvergenzradius einer Potenzreihe u. dgl.). Nennenswerte 
Abweichungen von den üblichen Schlüssen kommen dabei kaum vor. Nur die als 
Beispiel angegebene Bestimmung des Konvergenzradius der Exponential- sowie der 
Sinus- und der Cosinusreihe erfordert im Falle einer p-adischen Bewertung eine kleine 
Sonderüberlegung. Krull (Bonn). 


Zahlkörper. Funktionenkörper: 


Redei, L.: Über den Euklidischen Algorithmus in reellquadratischen Zahlkörpern. 
J. reine angew. Math. 183, 183—192 (1941). 

In einem absolut-quadratischen Zahlkörper K mit der Diskriminante D gilt be- 
kanntlich der Euklidische Algorithmus, kurz E.A., wenn es zu jedem Paar «, ß (#0) 
von ganzen Körperzahlen eine dritte Körperzahl y mit |N(& — $y)|< |N (ß)| gibt, 
wobei N die Norm bezeichnet. Es war bekannt, daß der E.A. firD= —11, —8, —7, 
—4,—3,5,8,12,13, 17, 21, 24, 28, 29, 33, 37, 41, 44, 57, 76, aber für keine weiteren D#1 
(mod4) gilt, ferner daß der E.A. für zusammengesetztes D = 1 (mod4) nur dann 
gelten kann, wenn D=pg, wo p und g Primzahlen sind und p=g=3 (mod4). 
Kürzlich hat Schuster [Mh. Math. Phys. 47, 117—127 (1938); dies. Zbl. 20, 101] ge- 
zeigt, daß der E.A. im Falle D=3g = 1 (mod 4) nur für D= 21, 33 und 57 gilt. 
Gleichzeitig hat Verf. in einer ungarischen Arbeit (s. dies. Zbl. 23, 103) den Satz bewiesen, 
daß es keine durch 3 unteilbaren ungeraden zusammengesetzten D mit E.A. gibt, wo- 
mit also alle zusammengesetzten D erledigt sind. Dieser Satz wird nun noch einmal be- 
wiesen und deutsch veröffentlicht. Durch Vermeiden des Satzes von Hasse über die 
Verteilung der quadratischen Reste hat Verf. ferner den Beweis elementar gemacht, 
zeigt aber dann, inwieweit der Beweis durch die Anwendung dieses Satzes verkürzt 
werden kann. Bergström (Uppsala). 

Taylor, P. R.: The funetional equation for Epstein’s zeta-funetion. Quart. J. Math., 
Oxford Ser. 11, 177—182 (1940). 

Es handelt sich um die Funktion 

+0 
f(s, A, B,C) =?) (Am? + Bmn + On?)”*. 
m,n= — © 
Unter der Voraussetzung, daß die quadratische Form positiv-definit ist, leitet Verf. 
aus dieser Reihe mittels eines bestimmten Integrals und der Mellinschen Inversions- 
formel eine Darstellung ab (abgesehen von Faktoren) in der Form eines Integrals über 
den Weg c— ioo...c+i00, c>1, parallel zur imaginären Achse. Der Integrand 
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enthält &(s) und eine Gausssche hypergeometrische Funktion. Die Funktionalgleichung 
für &(s) und einfache Eigenschaften der hypergeometrischen Funktion ergeben die 
Funktionalgleichung für f(s, A, B,C). Verf. referiert zu Beginn über die bisher be- 
kannten Beweise dieser Funktionalgleichung. H. Kober [Math. Z. 39, 609—624 (1934); 
dies. Zbl. 10, 211] hat / als Doppelreihe dargestellt. Verf. zeigt, wie aus seiner Formel 
auch die Kobersche Reihe sich ergibt. Ohne Beweis ist angegeben, daß der durch- 
geführte Beweis die Funktionalgleichung liefert, „wenn A, B,C gewisse komplexe 
Werte haben“, und es wird vermutet, daß es solche Werte sind, für die der reelle Teil 
der quadratischen Form positiv-definit ist. Schließlich gibt Verf. an, daß durch 
wiederholte Anwendung der Methode die Funktionalgleichung für irgendeine Epstein- 
sche Zetafunktion gefunden werden könne. Kienast (Küsnacht, Zürich). 

Zassenhaus, Hans: Tabelle der Absolutglieder der Eisensteinreihen E3 (T) für die 
ersten Primzahlen und Dimensionen. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 14, 285—288 
(1941). 

Verf. liefert in der genannten Tabelle, die für g<47 und gerade Dimension 
k<12 beig = 1(4), für ungerade Dimension k < 13 bei q = 3(4) berechnet ist, einen 
numerischen Beitrag zur Arbeit von E. Hecke [Danske Vid. Selsk., Math.-fys. Medd. 
17, Nr 12, 1—134 (1940); dies. Zbl. 24, 9] unter Benutzung der dort angegebenen 
Formeln. Er teilt weiter einen Beweis von Hecke dafür mit, daß im Nenner der Absolut- 
glieder A,(g) nur Potenzen von gq auftreten. E. Schulenberg (Berlin). 


Maass, Hans: Über die Darstellung total positiver Zahlen des Körpers R(Y5) als 
Summe von drei Quadraten. Abh. math. Semin. Hansische Univ. 14, 185—191 (1941). 
F. Götzky [Math. Ann. 100, 411—437 (1928)] hat gezeigt, daß k—= R(Y5) der 
einzige reelle quadratische Zahlkörper ist, in dem jede totalpositive ganze Zahl u als 
Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen darstellbar ist. Verf. zeigt nun, daß bereits 
die Anzahl a(u) der Darstellungen von u als Summe von drei Quadraten größer als 
Null ist für jedes #>0. Zum Beweis betrachtet Verf. neben der Thetareihe 
mis 


dd) =1 +Da(u)e V5 die entsprechend gebaute Reihe 9,(r), in der a,(u) die 
u>0 


Anzahl der Darstellungen von u durch eine beliebig vorgegebene positiv definite ganz- 
zahlige ternäre quadratische Form Q(z,, %,, 2,3) der Determinante (z(1 “u y5)) 
bedeutet. Es ergibt sich, daß Q(x,, &,, 2;) stets durch die Form #? + x? + x2 reprä- 
sentiert wird und daher nur eine Formenklasse existiert. ®(T) erweist sich damit als 
identisch mit der analytischen Geschlechtsinvarianten p(r) zur Form + 23 + 2. 
Für die in s analytische Funktion $(T, s), die für s—= 0 den Wert p(T) annimmt, hat 
Verf. früher [Math. Z. 43, 709—738 (1938); dies. Zbl. 18, 358] eine Partialbruchent- 
wicklung angegeben, aus der er durch dort angegebene Überlegungen schließlich a (u) 


berechnet: 

am, 00, MN. 
Dabei ist Ah, die Idealklassenzahl des biquadratischen Zahlkörpers K — klY—u) ‚, w 
die Anzahl der Einheitswurzeln in X, A die Relativdiskriminante von K/k, N (und 
oben $) das Zeichen für Norm (bzw. Spur). U(0, u) ist der Wert einer in der vor- 
liegenden Arbeit berechneten Funktion U(s, u) für s= 0, der für u.>0 stets positiv 
ausfällt. E. Schulenberg (Berlin). 

Braun, Hel: Zur Theorie der hermitischen Formen. Abh. math. Semin. Hansische 
Univ. 14, 61—150 (1941) u. Göttingen: Habilitationsschrift 1941. 

Verf. entwickelt eine Theorie der hermitischen Formen analog zur Siegelschen 
Theorie der quadratischen Formen über dem rationalen Zahlkörper [S I: Ann. of Math., 
U. s. 86, 527—606 (1935); dies. Zbl. 12, 197] und über algebraischen Zahlkörpern [8 III: 
Ann. of Math., II. s. 38, 212—291 (1937); dies. Zbl. 16, 12]. X sei ein reell- oder ima- 
ginär-quadratischer Zahlkörper. Der Übergang zu konjugierten Größen werde durch 
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einen oberen Querstrich angedeutet. $ sei eine n-reihige, quadratische Matrix mit 
ganzen Elementen aus X. Unter 9 verstehen wir eine hermitische Matrix, wenn trans- 


ponierte und konjugierte Matrix von $ übereinstimmen: 9 =$. Mit r bezeichnen 
wir eine Spalte von n variablen Elementen aus X. Dann heißt 7’Hr eine hermitische 
Form (h. F.), und zwar eine positive h. F., wenn stets !9r>0 ist. Solche gibt es 
nur für imaginär-quadratische Zahlkörper K. Die Schwierigkeiten, die sich bei der 
Übertragung der Theorie von SI auf hermitische Formen einstellen, sind dadurch be- 
dingt, daß ın X i. a. nicht jedes Ideal Hauptideal ist. Sie werden durch Heranziehung 
arithmetischer Hilfsmittel aus SIII überwunden. Das Analogon zum Siegelschen 
Hauptsatz (SI) soll als wichtigstes Resultat formuliert werden, der Kürze halber nur 
für den Fall, daß es in X nur Hauptideale gibt. Eine ganzzahlige Transformation 
=) (€ rechteckig mit ganzen Koeffizienten aus X) führt die h.F. r’Hr in eine 
neue: y Hy mit = CHE — H[C] über. Man sagt: X entsteht aus 9 durch Trans- 
formation mit €. 9 und $ heißen äquivalent (in Zeichen: 9-8), wenn 8 aus 9 
und 9 aus 8 durch Transformationen entstehen. Äquivalente Matrizen bilden eine 
Klasse. Sind die Formen r’$r, £'Xr positiv und 9, 2 äquivalent nach jedem natür- 
lichen Modul q: H[C] = X(g), L[B] = H(g) (8, C ganz), so sagt man: 9, & gehören 
zum selben Geschlecht. Jedes Geschlecht zerfällt in endlich viele volle Klassen äqui- 
valenter hermitischer Matrizen. Sind r’Sr, r'Xr positive h.F., dann gibt es nur 
endlich viele ganze € aus K, so daß H[C] = 8; ihre Anzahl sei gleich A(9, 8). Wenn 
9-9, und £-$,, so ist 4(9, 8) = 4(9,, 81). In dem Fall, daß die Idealklassen- 
zahl von Ä gleich 1 ist, wird bewiesen, daß jede Klasse einen Repräsentanten mit 
von O verschiedener Determinante enthält. In allen anderen Fällen ist der Satz falsch. 
Sei nun £’Hr eine positive h.F. mit |$| #0 (r= Rang von 9), 91,92; : - ,&, ein 
volles System von Klassenrepräsentanten aus dem Geschlecht von 9. Für eine andere 
positive h. F. Er mit || +0 (s=Rang von #=r) bestimme man die An- 
zahlen A(9,,8), 4(9,,9) = £(9,) für v=1,2,...,9 und bilde die Ausdrücke 


DA (, RJE(H,) = M(9, 8) (mittlere Darstellungsanzahl von 8 durch das Ge- 

vl 

schlecht von 9), IE," — M(9). Ferner sei A,(9, 8) die Anzahl der modulo 
v=1 


einer natürlichen Zahl g inkongruenten ganzzahligen Lösungen der Kongruenz 


HE = Kg) und A — lim 4 #9 -4,(9, 8) (für g= n!, n> oo). Bezeichnet man 


mit m die Diskriminante von K, so lautet das Analogon zum Siegelschen Hauptsatz 


7: 
27)’ r=8 
ER oe TR. e=[ti5t 
N 

Speziell für 9= # ist M(9, 8) = 1, und man erhält eine Formel für das Maß M (9) 
des Geschlechts von 9. — Die Reichhaltigkeit der Arbeit entspricht ihrem Umfang; 
die Ergebnisse stellen einen bedeutenden Fortschritt für die Theorie der hermitischen 
Formen dar. Maaß (Heidelberg). 

Witt, Ernst: Eine Identität zwischen Modulformen zweiten Grades. Abh. math. 
Semin. Hansische Univ. 14, 323—337 (1941). 

Sei o(n, g) die Anzahl der linear unabhängigen Modulformen n-ten Grades vom 
Gewicht g=0(2). Siegel hat gezeigt, daß o(n, 9) < C„g” ist [Math. Ann. 116, 617 
bis 657 (1939); dies. Zbl. 21, 203]. Durch Vereinfachung des Beweısganges und ge- 
schiektes numerisches Abschätzen beweist Verf. o(2, 2) = 0, o(2, 4) = 1, o(2, 6) =), 
o(2,8)<3. In diesen Fällen kann durch Ausrechnen der ersten Koeffizienten in den 
Fourierentwicklungen von Modulformen geprüft werden, ob diese identisch sind. So 
ergibt sich die Identität (YA — 8? = |A8 — 8], in welcher U, ein 
volles System von Repräsentanten der Klassen zweireihiger symmetrischer Matrizen- 
paare durchläuft und 3 = 3@ eine symmetrische Matrix mit posıtıvem Imaginärteil 
2 


i Zentralblatt für Mathematik. 25. 
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bedeutet. Dieses Ergebnis hängt auf Grund des Hauptsatzes der Siegelschen Theorie 
der quadratischen Formen [Ann. of Math., II. s. 36, 527—606 (1935); dies. zul. 12 197] 
mit der Theorie der positiven geraden quadratischen Formen ©, in m Variablen mit 
Determinante 1 zusammen. Es zeigt sich nämlich, daß die Thetareihe n-ten Grades 
DierirC©mC3 (GC durchläuft alle ganzen gm), 3 = 39, co = Spur) eine Modulform 


€ . 
n-ten Grades vom Gewicht 5 ist. I„ sei das Geschlecht der Formen ©, im die Anzahl 


der Klassen in I'„. 8/m ist notwendig für die Existenz von /„. Nach Mordell ist 

;„=1. Durch Diskussion der den Klassen quadratischer Formen zugeordneten Gitter 
und Vektordiagramme beweist Verf. Aaa=2 und gibt Klassenrepräsentanten 
©; + ©, ©ıs an. ga 10 wird ohne Beweis mitgeteilt. Es tritt die interessante, aber 
algebraisch undurchsichtige Tatsache in Erscheinung, daß &; + ©,, ©ıs nicht nur jede 
Zahl, sondern auch jede binäre Form gleich oft darstellen, obgleich die Formen in 
verschiedenen Klassen liegen. Zum Schluß ergeben allgemeine Überlegungen ins- 


besondere ein Erzeugendensystem für die Modulgruppe n-ten Grades. Maaß. 
Krasner, Mare: Un eritöre de primarite. ©. R. Acad. Sci., Paris 212, 323—324 
(1941). 


Es seien p eine Primzahl, qg = p" (n positiv ganz), k ein Körper p-adischer Zahlen, 
wo p|p, der die primitiven g-ten Einheitswurzeln enthält. O) sei die (multiplikative) 


Gruppe der q-primären Zahlen (& + 0 aus k heißt q-primär, wenn x(Yx) eine unver- 
zweigte Erweiterung von k ist), ® die Gruppe der g-ten Potenzen der Zahlen von k. 
p’ sei die höchste im Absolutgrad des Primideals p von k aufgehende Potenz von p. 
Der Körper k enthält den absolut abelschen Körper k*, der aus dem lokalen Körper k, 
der g-ten Einheitswurzeln und dem lokalen unverzweigten Körper k(@ vom Grade p* 
zusammengesetzt ist. Die Gruppen P*, Q* seien für k* analog wie B,O für % erklärt. 
N* sei die Gruppe aller Zahlen kongruent 1 mod ppl:(?=1V aus k*. Im Falle p +2 
sei o ein Automorphismus von k, mit der Eigenschaft on = n? (n primitive g-te Ein- 
heitswurzel, r Primitivwurzel mod q). Im Falle p=2 seien o,, 0, Automorphismen 
von k„ mit den Eigenschaften 0,7 = n?, on = n!. T sei ein erzeugender Automor- 
phismus von k®. Verf. beweist folgendes Primäritätskriterium: I. Es it = O*8; 
II. O* ist die Gruppe aller Zahlen x #0 aus %k* mit folgenden Eigenschaften: 
1. o& = "mod ®*, wenn p #2; 0,@ = odund 09,&% = x"!mod P*, wenn p=2; 


Zero 0. mod, 3. 8 = lmoedRiB* H.L. Schmid (Berlin). 
Chevalley, C.: La theorie du corps de elasses. Ann. of Math., II. s. 41, 394—418 
(1940). 


Verf. setzt sich zum Ziel, durch Einführung neuer Begriffe eine möglichst weit- 
gehende Vereinfachung der Klassenkörpertheorie zu erreichen. Die leitenden Ge- 
danken sind dabei folgende: 1. Die klassische Sprache der Idealtheorie wird durch- 
weg ersetzt durch die Verwendung der ‚Idele“. Verf. hat den Begriff des Idels vor 
einigen Jahren eingeführt, um zu einer einheitlichen Charakterisierung der endlichen 
und unendlichen abelschen Erweiterungen zu gelangen [J. Math. pures appl., IX. s. 15, 
359—371 (1936); dies. Zbl. 15, 151]. Die Verwendung der Idelgruppen an Stelle der 
Idealgruppen ermöglicht nicht nur, die unendlichen abelschen Erweiterungen in die 
Klassenkörpertheorie einzubeziehen; sie erlaubt es insbesondere, die Theorie der Kon- 
gruenzgruppen und ihrer Erklärungsmoduln vollständig zu vermeiden. 2. Anstatt die 
Gesamtheit aller abelschen Erweiterungen eines algebraischen Zahlkörpers K zu be- 
trachten, geht Verf. von der maximalen abelschen Erweiterung Ax von K aus, in der 
alle abelschen Erweiterungen von X enthalten sind. Es zeigt sich, daß man die Galois- 
gruppe ®x der unendlichen abelschen Erweiterung Ax/K aus geeigneten Elementen 
von K konstruieren kann. Anstatt die kompakte topologische Gruppe &x selbst zu 
bestimmen, untersucht Verf. die Gruppe der Charaktere von &g. Nach Pontrjagin 
bestimmen sich eine kompakte Gruppe und ihre Charaktergruppe gegenseitig eindeutig. 
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Das Hauptresultat lautet: Die Gruppe der Charaktere von &x und die Gruppe der 
sog. Differentiale von X sind isomorph. Dabei wird unter einem Differential von K 
ein Charakter der Gruppe der Idele von X verstanden, der für die Gruppe der Haupt- 
idele gleich 1 ist. Es ist für den Kenner der Klassenkörpertheorie in "er ursprünglichen 
Form in hohem Maße erstaunlich, in diesem Isomorphiesatz die Klassenkörpertheorie 
in verdichteter Form wiederzuerkennen. Die endlichen abelschen Erweiterungen von K 
entsprechen Untergruppen von &x vom endlichen Index, oder wegen des oben an- 
geführten Isomorphiesatzes, Untergruppen vom endlichen Index der Gruppe der Idele, 
welche die Gruppe der Hauptidele enthalten. Kehrt man zur Sprache der Idealtheorie 
zurück, so ergibt sich hieraus das allgemeine Reziprozitätsgesetz in der Artinschen 
Form. Die hier entwickelte Theorie ist frei von allen transzendenten Hilfsmitteln. 

Im $ 1 geht Verf. von der maximal abelschen Erweiterung A;/K eines endlichen alge- 
braischen Zahlkörpers K aus. ©; sei die abelsche galoissche Gruppe von Az/K. ©; ist eine 
kompakte topologische Gruppe und hat die Struktur einer diskontinuierlichen Menge. Unter 
einem Charakter von ©; wird ein stetiger Homomorphismus dieser Gruppe in die Multipli- 
kationsgruppe der komplexen Zahlen vom Betrage 1 verstanden. Diese Charaktere bilden 
wieder eine abelsche Gruppe. Jeder Charakter x ist von endlicher Ordnung. 9 sei die durch 
x($) = 1 definierte Untergruppe von ©, und Z, der zu $ gehörige Invariantenkörper inner- 
halb Az. Z,/K ist endlich zyklisch und seine galoissche Gruppe isomorph zur Faktorgruppe 
&z/8. — 22 sei eine beliebige Erweiterung von K. A,,©&, seien analog zu Az, Öz erklärt. 
Ein Element 3 aus & „induziert ein Element saus &;- Durch x(s) = x(s) wird ein Charakter 
von ©, erklärt, der mit 7= N7,0x bezeichnet wird. r sei ein Isomorphismus von Q und 
einem zu Q2 bez. K konjugierten Körper 2°. 7 sei eine Fortsetzung von 7 zu einem Isomor- 
phismus von A, und Ayr. Dann ist 8 = 73T! ein Automorphismus von Agr bez. 2”. Die 
Zuordnung # — #" ist ein Isomorphismus von &, und ®,r, der nur von r (nicht von ?) ab- 
hängt und daher kurz mit s— 3° bezeichnet wird. Dieser Isomorphismus ordnet jedem Cha- 
rakter x, von ® einen Charakter Xo? zu, der durch xgr(3”) = x,(8) bestimmt wird. Es gilt 
der Satz: Ist Q/K zyklisch, so ist dann und nur dann y, = N,,ox wenn für jedes 7 der 
galoisschen Gruppe von Q/K gilt x, =x5.— $2 und 3. p bezeichne einen beliebigen (end- 
lichen oder unendlichen) Primteiler von K; K, sei die p-adische Hülle von X und K5 die 
Multiplikationsgruppe von K,. Jedes Element a des direkten Produktes @ aller Gruppen Ky 
ist durch seine Koordinaten a, (a,€E Ky) bestimmt. Unter der Fundamentalgruppe Jx 
von K wird die Untergruppe aller derjenigen Elemente a von @ verstanden, die für fast alle p 
p-adische Einheiten als Koordinaten haben. Die Elemente von Jz heißen Idele von K. Das 
dealer, rasalsee., Mrheißbrdie p-Komponente des Idels a. ‚Die p-Komponenten aller 
Idele bilden eine Untergruppe von Jz, die zu K} isomorph ist. 2 sei eine endliche Erweiterung 
von K und Wein Idel von 2. Unter N az) wird dasjenige Idel von K verstanden, dessen 


p-Koordinaten durch (N,,x%D)» u N ou, K, Ag) definiert sind. Die Anwendung von Noyk 


liefert einen Homomorphismus von J, auf Js. Die Hauptuntergruppe Hz 27 Jx be 

deren p-Koordinaten alle gleich «x (genauer: den isomorphen Bildern 
er Denke) mit & aus K a Die Elemente von H; heißen Haupt- 
idele. Die Zuordnung & «> a, liefert einen Isomorphismus von K * und Hz. N un sei E eine 
endliche Menge von Primteilern. Mit JZ£” wird die Gruppe derjenigen Idele bezeichnet, deren 
p-Komponenten für Primteiler p, die nicht zu E gehören, p-adische Eimheiten sind, für die 
Primteiler p aus E dagegen n-te Potenzen sind. Bezeichnungen: Ü = Jz eh) 
Verf. beweist folgenden Unabhängigkeitssatz: Jedem Primteiler p sei eine Zahl a, > “ zu- 
geordnet; für fast alle p sei a, = 1; für endliche Primteiler p sei a, ein p-Betrag in K (im inne 
- der Bewertungstheorie); schließlich sei /J a, =| 4A # (A Diskriminante von K). Unter diesen 


» . . ” 
isti in 0 aus K mit |a,| <a, für alle p. Mit Hilfe dieses Unab- 
keiten es Vert. era des Dirichletschen TE ar 
Es sei E eine Menge von h + 1 Primteilern (unter ihnen die unendlichen Primstellen); ann 
kann man jedem p aus E ein &, aus HZ zuordnen mit der Eigenschaft [epla < I für alle . ef) 
aus E; je h dieser Zahlen e, sind durch keine Relation ‚verknüpft und erzeugen a De 
e von Hz von endlichem Index. — $ 4. Unter einem Differential von K wird ein 


hama ü ist. Die Differentiale von K bilden 
J; verstanden, der für H; Hauptcharakter ist. Die K bil 
TEN Gruppe. Sei 2 wie ee eine endliche Erweiterung von K 9 ein In 
rential von K,X ein Idel von K. Durch g,(W) = p(Ny, zW) wird ein Differential 9, von 
94% 
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definiert. Bezeichnung: N g,o(P): Ein Differential von K erzeugt in K, einen Charakter 9». 
Ist , nicht für alle Einheiten von K, gleich 1, so heißt p in p verzweigt. — In $ 5 wird der 
Beweisgang des Hauptsatzes umrissen: Es existiert ein Isomorphismus x <> 9x = ®(x) der 
Gruppe der Charaktere y von ©, und der Gruppe der Differentiale p von K mit folgenden 
Eigenschaften: (1) Ist Q eine endliche Erweiterung von K, so ist Do(Nkıax) = N aaPrW); 
(2) ist z ein Isomorphismus von K mit einem seiner konjugierten, so ist Drr(x?) — (Dew); 
(3) die Verzweigungsprimteiler von y und ®x(x) sind dieselben; dabei heißt x bei p verzweigt, 
wenn p in Zy verzweigt ist. — Ein Differential 9 von K heißt assoziiert zu einer endlichen 
abelschen Erweiterung Z über K, wenn p(Nzıx@b) = 1 für jedes Idel X von Z ist. Die zu 
einer abelschen Erweiterung assoziierten Differentiale bilden eine Gruppe. In den $$ 6 und 7 
wird gezeigt, daß, falls Z über K zyklisch ist, die Ordnung dieser Gruppe ein Vielfaches des 
Grades [Z:K] ist. Diese Tatsache ist in der ersten Fundamentalungleichung der Klassen- 
körpertheorie [K$:K# N NzızJz]) = [ZK,:K,] enthalten, in derem Beweis das Herbrandsche 
Reduktionsprinzip eine wesentliche Rolle spielt. Im $ 9 beweist Verf., daß die fragliche Gruppen- 
ordnung ein Teiler von [Z: X] ist (zweite Fundamentalungleichung der Klassenkörpertheorie), 
also mit [Z: K] zusammenfällt. — Der Rest der Arbeit ist technischen Einzelheiten gewidmet. 
Es werden zunächst die Differentiale d,(x) definiert, die einem Charakter x von ©; assoziiert 
sind im Spezialfall, daß Z,/K ein Kreiskörper bez. K ist. Schließlich wird die Definition von 
®x(x) auf den Fall eines beliebigen Charakters y von ©; ausgedehnt. Zu diesem Zweck wird 
die Artinsche Methode des Beweises des Reziprozitätsgesetzes verallgemeinert, deren zentrale 
Idee darin besteht, eine Erweiterung 2 von K zu konstruieren, so daß QZ, über 2 ein Kreis- 
körper ist. Jedes Differential p von K kann dann in der Form ®,(x) mit einem passenden x 
geschrieben werden. H._L. Schmid (Berlin). 
Lednew, N.: Zu dem umgekehrten Problem der Galoisschen Theorie. Rec. math. 
Moscou, N.s. 9, 137—163 u. dtsch. Zusammenfassung 163—164 (1941) [Russisch]. 
Es sei k ein algebraischer Zahlkörper endlichen Grades, © eine beliebige endliche 
Gruppe. Tschebotaröw (siehe z. B. dies. Zbl. 9, 101) hat die Frage der Existenz 
eines Körpers K/k mit vorgegebener galoisscher Gruppe ® zurückgeführt auf die 
Existenz von ganz rationalen Punkten auf einer algebraischen Mannigfaltigkeit. Verf. 
reduziert diese Frage auf den Beweis der Existenz von mindestens einem Punkt mit 
Koordinaten aus k auf einer algebraischen Fläche, deren Gleichung rationale Koeffi- 


zienten hat. Er beweist dazu folgenden Hauptsatz: Es existiert ein Gebiet D einer 


algebraischen Fläche ®(z,,...,zy) =0, wobei ® ein durch k und ® bestimmtes 
ganzzahliges Polynom in z,,..., zy ist, derart, daß es für jeden beliebigen Punkt 
&j,-:-.,&y von Düber k(&,,-..,&y) eine unendliche Menge von normalen Erweite- 
rungen mit einer zu ® isomorphen galoisschen Gruppe gibt. — Unter den vom Verf. 


bewiesenen Sätzen sei noch folgender hervorgehoben: Es sei k der Körper aller al- 
gebraischen Zahlen und z eine unabhängige Veränderliche. Dann existiert eine über 
k(z) normale Erweiterung mit vorgegebener Diskriminante und vorgegebener galoisscher 
Gruppe. H.L. Schmid (Berlin). 

Tornheim, Leonard: Linear forms in funetion fields. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 
126—127 (1941). 

Beweis eines Analogons für rationale Funktionen einer Veränderlichen eines Satzes 
von Minkowski über Linearformen: Sei % ein Körper und z eine Unbestimmte über k. 


n 
Es seien ,=Da,,2, Ü=1,...,n) n Linearformen mit Koeffizienten a;,; aus k(2) 
J=1 


und mit der K.oeffizientendeterminante |a;,;| vom Grade d (Zählergrad — Nennergrad 
in 2). Dann gibt es zu jedem System von ganzen Zahlen c,,..., c„, welche die Un- 


nr 
gleichung 26 >d-—n befriedigen, ein System von Elementen &,,..., 2, aus klz], 


[2 

die nicht sämtlich O sind, so daß jede Linearform L; höchstens den Grad c; hat. Der 
Beweis gelingt algebraisch und elementar durch folgende Reduktionen: 1. alle c; sind 
gleich; 2. «,=0 für «<;j. H.L. Schmid (Berlin). 

Deuring, Max: Die Typen der Multiplikatorenringe elliptischer Funktionenkörper. 
Abh. math. Semin. Hansische Univ. 14, 197—272 (1941). 

Zunächst wird auf die Beziehung zwischen der Riemannschen Vermutung für 
Kongruenzzetafunktionen vom Geschlechte 1 und einer von Herglotz bewiesenen 
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Vermutung von Gauß hingewiesen. Sodann wird gefragt: Was für Multiplikatoren- 
ringe R elliptischer Funktionenkörper der Charakteristik p sind möglich? Antwort: 
1) R=T', der Ring der ganzen rat. Zahlen; 2) R eine Ordnung mit zu p teilerfremdem 
Führer in einem solchen imaginären quadratischen Zahlkörper, in dem die Primzahl v 
voll zerfällt; 3) R eine Maximalordnung in einer definiten, nur bei p und oo verzweigten 
Quaternionenalgebra Q%,,. Im Fall 2 gibt es bei gegebenem R so viele mögliche 
Werte der Invariante 7, wie die Klassenzahl A von R beträgt; alle diese 7 sind absolut 
algebraisch vom gleichen Grade / und zerfallen in Gruppen zu je f untereinander kon- 
Jugierten. Im Fall 3 gibt es bei gegebenem R entweder eine rationale Invariante 7 
oder zwei konjugierte vom Absolutgrad 2. Bei gegebener Algebra Qx, „ist die Anzahl 
der möglichen 7 gleich der Klassenzahl h von Q%, 7. Diese j sind (wenn man von den 
besonderen Werten 7— 0 und j = 233 absieht) die Nullstellen eines gewissen Poly- 


noms P(j) vom Grade 2 . — Jeder elliptische Körper von Primzahlcharakteristik 


mit absolut algebraischer Invarıante 5 hat komplexe Multiplikationen, d.h. es tritt 
bei gegebenem 7 im Galoisfeld @F(g) notwendig einer der Fälle 2, 3 ein. Zählt man 
die Anzahl der möglichen j in zwei Weisen ab, so folgt die Klassenzahlrelation 


Zhld,) + 4=4 

in der h(d) die Klassenzahl der definiten quadratischen Formen der Diskriminante d 
bedeutet und d, alle diejenigen nicht durch p teilbaren Diskriminanten durchläuft, 
deren Hauptformen die Zahl g = pf eigentlich darstellen, während i, mit der Klassen- 
zahl von Q%,, zusammenhängt. Zur Herleitung dieser Ergebnisse dienen zwei Sätze, 
die es gestatten, von elliptischen Funktionenkörpern der Charakteristik Null durch 
Restklassenbildung nach Primidealen des Konstantenkörpers zu elliptischen Körpern 
von Primzahlcharakteristik überzugehen und umgekehrt. Dabei ergeben sich auch 
bemerkenswerte Kongruenzrelationen für die singulären Invarianten, wie z. B.: Eine 
singuläre Invariante 7 der Charakteristik O ist entweder durch keinen Primfaktor 
von 2 (bzw. 3 bzw. 5) teilbar oder durch jeden, je nachdem 2 (bzw. 3 bzw. 5) in dem 
zugehörigen imginär quadratischen Körper voll zerfällt oder nicht. van der Waerden. 


Zahlentheorie: 


Lambert, G.: Sur des nombres eurieux. Mathesis 54, 148—151 (1940). 

Im Anschluß an eine Arbeit von V. Thebault gleicher Überschrift (dies. Zbl. 22, 111) 
untersucht Verf. im B-adischen Zahlsystem mit B= «m? + 1 Zahlen, die bis auf die letzte 
Ziffer aus gleichen Ziffern bestehen, und zeigt den Ziffernaufbau der zugehörigen Quadrate. 
Die Ergebnisse von Thebault bilden den Falla = 1. E. Schulenberg (Berlin). 

Dyer-Bennet, John: A theorem on partitions of the set of positive integers. Amer. 


Math. Monthly 47, 152—154 (1940). 

Verf. beweist: Die Zahlen 1, 2, 6, 42, 1806 sind die einzigen natürlichen Moduln n 
der Eigenschaft, daß für jedes Quadrupel a, 5, c, d natürlicher Zahlen mit a = bmod n, 
c=dmodn stets a’ = b? mod n gilt. 

Am Schlusse der Arbeit ist eine kleine Beweislücke, die ergänzt werde: Verf. zeigt vor- 
her, daß für n die beiden Bedingungen (1) n ist quadratfrei, (2) für jede natürliche Primzahl 
pln gilt p—1|n notwendig und hinreichend sind. Die angeschriebenen n erfüllen diese Bedin- 
gungen und haben 2,3,7,43 als Primteiler, q sei deren Repräsentant. Die um 1 vermehrten 
Produkte von zwei bis vier verschiedenen q geben keine Primzahl, die nicht schon zu den q 
gehört. Nun wendet zum Beweis, daß es nur diese n gibt, Verf. vollständige Induktion an: 
Sei p, die j-te Primzahl (p, — 2,...) und unter den Primzahlen 71, .. ., 2, kein Teiler eines 
n der Aufgabe außer den g (soweit sie in der betrachteten Primzahlmenge vorkommen). 
Pm + sei die nächste Primzahl, die kein g ist. Dann ist pm4x—1 entweder durch ein I=Sj= m), 
das kein g ist, oder durch ein Quadrat eines q teilbar. Dieser wichtige Beisatz „Quadrat 
eines g‘ fehlt in der Arbeit. Also ist p„4. als Teiler von n unzulässig. Holzer (Wien). 

Segond, Marcel: Sur P’exposant du facteur & dans A" — 1 et sur les d&veloppements 


systömatiques des nombres rationnels. ©. R. Acad. Sci., Paris 212, 470—472 (1941). 
Um das Problem der ungeraden vollkommenen Zahlen zu lösen, empfiehlt Verf. den 
Exponenten von bin A” — 1 (b, A, m nat. Zahlen) ganz allgemein zu untersuchen auf folgen- 
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dem Wege. Er betrachtet die gewöhnliche Entwicklung im System der Basis c (c ganz rat. = 2) 
einer beliebigen rationalen Zahl mit ganzen Koeffizienten zwischen 0 und c — 1, ersetzt hierin 
c durch die Variable x und nennt diese Taylorsche Reihe das Bild dieser Zahl. Ohne Beweise, 


5 a 
teils nur als Vermutungen, spricht er u.a. folgendes aus. Das Bild von —- (a,b nat. Zahlen, 


b 
a < b) hatinirreduzibler Bruchform einen durch x — 1 teilbaren Nenner vom Grade <%(b+1), 
wobei die von Null verschiedenen Koeffizienten eine alternierende Folge 1, —1,1,...,—1 


bilden; die Koeffizienten des Zählers sind absolut kleiner als c. Zu jedem ° mit festem b 


b 

und (a, b) = 1 gehört derselbe Nenner, der „„Aufnehmer“ (affiliateur) von b; auch für (a, b) + 1 
läßt sich das Bild mit demselben Nenner schreiben, so daß die Koeffizienten des Zählers immer 
noch absolut kleiner als c sind. Für | b, stehen die Aufnehmer im ähnlichen Teilbarkeitsver- 
hältnis. Alles läßt sich auf nicht gewöhnliche Entwicklungen übertragen, nämlich mit Koeffi- 
zienten zwischen —r und -r+c-—-l(r=1,2,....c—1). Es lassen sich algebraisch- 
analytische Methoden anwenden, da ein enger Zusammenhang mit den rationalen Funktionen 
besteht, deren Pole in oder auf dem Einheitskreis liegen, wobei die letzten einfach sind. Aus 
diesem Ideenkreis entspringt ein einfacher Beweis eines Kroneckerschen Satzes (Werke I, 
8. 103). L. Redei (Szeged). 

Pompeiu, D.: Les sommes de nombres entiers. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 283, 
225—228 (1941). 

Eine ganze Zahl N wird als Summe zweier ganzer Zahlen dargestellt. Die Zahl 
selbst und die beiden Summanden werden als Produkt einer Potenz von 2 und einer un- 
geraden Zahlgeschrieben. Manerhältalsodie Darstellung N = 2"-N’ =2*-4'+2°.B. 
Dann wird gezeigt, daß entweder «=b mit a=b<n oder a=+ b sein muß, wobei 
im letzteren Falle die kleinere der beiden Zahlen gleich n ist. — Als Anwendung wird 
gezeigt, daß eine Relation von der Form (x — A)? + 2° = (x + A)? zwischen ganzen 
Zahlen nicht bestehen kann (Spezialfall des Fermatschen Satzes für n = 3). Anders. 


Brauer, Alfred: On a property of k consecutive integers. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 
328—331 (1941). 

Es sei k ganz, k >1; A(k) sei die folgende Aussage: In jeder Folge von %k aufein- 
anderfolgenden ganzen Zahlen gibt es eine Zahl, die zum Produkt der übrigen k — 1 
Zahlen relativ prim ist. Pillai (dies. Zbl. 23, 108) hat bewiesen: I. Für jedes k < 17 
ist A(k) wahr. II. Für jedes k mit 17 <k= 430 ist A(k) falsch. Hier wird bewiesen: 
III. A (k) ist falsch für jedes k = 300 (also, nach II, für jedes k> 17). Zum Beweis von 
III. konstruiert man eine Folge von k aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, deren jede 
durch mindestens eine Primzahl p < #% teilbar ist; dann ist nämlich noch mindestens 
eine Zahl dieser Folge durch dieses p teilbar, so daß keine Zahl der Folge zum Produkt 
der übrigen k — 1 Zahlen relativ prim ist. Außer den elementarsten Hilfsmitteln be- 
nutzt der Buweis nur noch folgende Abschätzung: für > 75 ist 

(22) — n(x) > 2[loge/log2] + 2. Jarnik (Prag). 

Lehmer, D. H.: A note on the linear diophantine equation. Amer. Math. Monthly 
48, 240—246 (1941). 

Die Auflösung der linearen diophantischen Gleichung a,& — a,y = 1 mit Ketten- 
brüchen nach Lagrange geht bekanntlich so vor, daß a,/a, in einen Kettenbruch 
entwickelt wird; die Teilnenner des Kettenbruchs dienen zur Herstellung von zwei 
rücklaufenden (rekurrenten) Folgen, die die Zähler und die Nenner der Näherungs- 
brüche des Kettenbruchs liefern; Zähler und Nenner des vorletzten Näherungsbruchs 
(wobei a,/a, selbst als letzter gilt) sind, mit passenden Vorzeichen versehen, die Werte 
von yund x. Verf. (nicht zu verwechseln mit D. N. Lehmer) macht darauf aufmerk- 
sam, daß man mit einer rücklaufenden Folge auskommt. Nimmt man nämlich die 
Teilnenner des Kettenbruchs in umgekehrter Reihenfolge, so hat der so entstehende 
Kettenbruch, wie bekannt, zum Wert den Quotienten der letzten beiden Näherungs- 
nenner des ursprünglichen Kettenbruchs; daher sind umgekehrt seine letzten beiden 
Näherungsnenner a, und a,. Folglich sind seine letzten beiden Näherungszähler, mit 
passenden Vorzeichen versehen, die Werte von x und y. Es genügt also, die Folge 
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dieser Näherungszähler aufzustellen. Eine Abkürzung des Verfahrens kann man ferner 
erreichen, indem man auch negative Teilquotienten zuläßt. — Lineare diophantische 
Gleichungen mit mehr als zwei Unbekannten können ebenfalls statt mit dem Jacobi- 
schen Algorithmus nach einem freieren Verfahren, bei dem auch eine der rücklaufenden 
Folgen erspart wird, behandelt werden. Es wird in einer bequem zusammenfassenden 
Form, die aber doch hier etwas zu viel Raum beanspruchen würde, beschrieben. 

L. Schrutka (Wien). 

Skolem, Th.: Über orthogonal liegende Gitterpunkte auf Kugelflächen. Norsk mat. 
Tidsskr. 23, 54—61 (1941) [Norwegisch]. 

Zwei Gitterpunkte auf einer Kugel (X) =? + y? + 22 — r2= 0 im dreidimensio- 
nalen Raum heißen orthogonal, wenn ihre Verbindungslinien mit dem Ursprung auf- 
einander senkrecht stehen. Verf. beweist elementar u.a. folgende Sätze: Notwendig 
und hinreichend für die Existenz eines Tripels orthogonaler Punkte auf (X) ist die 
Ganzzahligkeit von r. Ist r ungerade, so stellen die Zahlen 


x, = 2(uw — vi), Yı = 2(ut + vw), z = "+ — u —2#%; 
% = —2(uv+ wi), = +W—%, 2,= —2l(ut — vu); 
= W"— Y—W +, %=2luv— wi), 25; = — 2(uw + vi) 


(u, v, w, t beliebige ganze Zahlen mit „” +v?+w?+1°=r) ein Tripel orthogonaler 
Punkte auf (X) dar. Ist (z,, %,, 2,) ein primitiver Gitterpunkt, so gibt es außer den 
Punkten (z,, %3, 22), (23, Y3, 23), (— Lg, — Ya, — 22), (— Tg, — Yz, —2,) Keine weiteren 
zu (X,, %,, 2,) orthogonal liegenden Gitterpunkte auf (X). Zum Schluß weist Verf. auf 
die Verallgemeinerung des Problems für den n-dimensionalen Raum und den Zu- 
sammenhang des Problems mit den Ähnlichkeitstransformationen des n-dimensionalen 
Raumgitters hin. H.L. Schmid (Berlin). 
Sansone, G.: Su un problema di analisi indeterminata e sui punti razionali di una 
famiglia di eurve ellittiehe dipendenti da un parametro. Ann. Mat. pura appl., IV. s. 20, 
105—135 (1941). 
Von dem Gleichungssystem 
(1) er 3 a2 1 22 — b8, typ +2=a: 
sind spezielle ganzzahlige Lösungen bekannt. Hier wird die Aufgabe gestellt: Es sind 
die rationalen Lösungen von (1) zu finden, wenn die Verhältnisse 


rer, een 
(a) u 7 y 
bzw. : 

c 2v z v—1 
ip ans rl 


gegeben sind, wobei v ein rationaler Parameter ist. Der Fall a) führt zu dem Glei- 
chungssystem j Be: 

2 Pr 
(2) a Ha 24 Ten 
Aus einer positiven Lösung von (2) findet man rekursiv unendlich viele Lösungen. 
Es gibt auch rationale Werte von », für die (2) keine Lösung in z == Ohat. Im Falle b) 
erkennt man durch einfache Transformationen, daß sich die Aufgabe, rationale Lö- 
sungen von (1) zu finden, auf die Aufgabe zurückführen läßt, die rationalen Punkte 
der elliptischen Kurven 3. Ordnung C®: 

“+1 a—6V% +1 

Dir 6 ‚(x r 12 @+ 12 

zu finden. Diese Kurven enthalten für jedes rationale v eine Konfiguration von 8 ratio- 
nalen Punkten. Diesen entsprechen die Lösungen von (1), in denen Nullen auftreten. 
Kommt auf einer 0@ ein 9-ter rationaler Punkt vor, so existieren unendlich viele 
rationale Punkte auf ihr. Es gibt Werte von v, z.B. v = 3, für die 0®) nur 8 rationale 
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sehen 
Punkte enthält. Ist aber z.B. v = E = 7 H en 1) 
so liegen auf jedem der beiden Zweige von 0 unendlich viele rationale Punkte. 


Hofreiter (Wien). 
Pall, Gordon: Simultaneous representation in a quadratie and linear form. Duke 


math. J. 8, 173—180 (1941), 
Es wird nach der gleichzeitigen Lösbarkeit der diophantischen Gleichungen 


wo & beliebig rational ist, 


8 8 
(1) a ==> 8, b =»; CR; (a, b, € ganz) 
i=1 i=1 


8 8 
gefragt. Setzt man u=//c,, t = »G udy=% —-%,(4=2,...$), 80 erhält man 


i=1 i=1 
s Rt | 
(2) ta 0 Diyas..., 9.) wo D a — ss) — 22, 90 W 
= 7 


ist, also nur eine Gleichung. Ist t-u + 0, so ist die Anzahl der Lösungen von (1) in &; 
$ 
gleich der Anzahl der Lösungen von (2) in y,, die die Kongruenz Day = — b (mod t) 
j=2 


; 
befriedigen. Die Form ® wird näher untersucht, speziell wird der Fall betrachtet, 
wo D einem Geschlecht angehört, das nur eine Klasse enthält. Zuletzt werden hin- 
reichende Bedingungen für nichtnegative Lösungen von (1) aufgestellt, falls alle c; > O0 
sind. Hofreiter (Wien). 

McKeon, R. P., and H. H. Goldstine: A generalized Pell equation. 1. Trav. Inst. 
Math. Tbilissi 8, 165—171 (1940). 

Es wird hier nicht die allgemeine kubische Pellsche Gleichung betrachtet, sondern 
der Spezialfall, wo der Parameter 2 ist. Es handelt sich somit um die diophantische 
Gleichung 
(1) +2 +42 —bıy=l. 

Eine Lösung (x, y,z) von (1) heißt nicht-negativ, wenn x, y und 2 nicht negativ sind. 
Man kann alle nicht-negativen Lösungen = (1, 0, 0) von (1) durch folgende Rekursions- 
formeln finden: 


nat = Ant ln 4 22, = nt Yn + 2%; 41 = m + Maas re 
wobei (27, Y%ı, 2) = (1,1, 1) ist. Alle andern Lösungen von (1) findet man daraus in 
einfacher Weise. Es gilt ferner: Zu jeder Lösung (x, y,2) von (1) gibt es eine ganze 


Zahl n, so daß en 


und umgekehrt erhält man damit alle Lösungen von (1), wenn man n alle ganzen Zahlen 
durchlaufen läßt. Die Zahlen + (+ yy2 + 24), wo (z, y,2) eine Lösung von (1) 
ist, sind Einheiten des Körpers K (2) und umgekehrt. Ist (,, Yn, 21) die n-te nicht- 


negative Lösung von A), so ergibt . (n=1,2,...)eine Folge von rationalen Zahlen 
mit dem Grenzwert j2. ö Hofreiter (Wien). 
Bell, E. T.: Transformed multiplieative diophantine equations. Trav. Inst. Math. 
Tbilissi 8, 1—20 (1940). | 
Multiplikative diophantische Gleichungen sind Gleichungen von der Gestalt 
wage? an = yrya... yon, wobei die Exponenten natürliche Zahlen sind. Solche 
Gleichungen und Gleichungssysteme können nach bekannten Methoden von Bell und 
Ward gelöst werden. Hier werden zunächst die vollständigen Lösungen von 24 mul- 
tiplikativen Gleichungen oder Gleichungssystemen angegeben. Viele diophantische 
Gleichungen lassen sich durch nichtsinguläre, lineare Transformationen oder durch 
Transformationen höheren Grades auf multiplikative Gleichungen zurückführen und 
damit lösen. Das wird hier an einer großen Anzahl von Beispielen durchgeführt. Ich 
führe ein Beispiel an: Es soll die vollständige Lösung von (1) ma? + ny? = mz? + nu? 
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ermittelt werden. (1) ist gleichbedeutend mit m(z +2) (x — 2) =n(w-+ y) (w — y). 
Durch 2 +2 >y, 2 - 2>z, w+ y>v,w-— y>w erhält man myz=nvw. Die 
Konstanten m, n werden durch die Unbestimmten x bzw. u ersetzt und damit erhält 
man die multiplikative Gleichung @yz = uvw. Aus den Lösungen dieser Gleichung 
ergibt sich die vollständige Lösung von (1). Hofreiter (Wien). 

Benneton, Gaston: Sur la reprösentation des nombres entiers par une somme 
de 2’" carr&s et sa mise en facteurs. ©. R. Acad. Sci., Paris 212, 591—593 (1941). 

Lagrange hat gezeigt, daß sich jede natürliche Zahl in eine Summe von vier 
Quadraten zerlegen läßt; Jacobi hat die Anzahl der Darstellungen berechnet. Diese 
beiden Ergebnisse werden hier durch elementare Überlegungen einander näher gebracht. 
Die Ausführung ist skizzenhaft. Hofreiter (Wien). 

Benneton, Gaston: Sur la reprösentation des nombres entiers par une somme de 
2m carres et sa mise en facteurs. ©. R. Acad. Sci.. Paris 212, 637—639 (1941). 

Unter einer Form N(n) wird hier ein Quadrupel von ganzen Zahlen [a, b, c, d] 
verstanden, wobei n=a?+b?+c?+.d? ist. Das Produkt N=N,N, von zwei 
Formen N, = [a,, b,c,,dı], N, = [a,, b,, €, d,] wird durch die Euler-Lagrangesche 
Identität definiert: N =[a,b,c,d] mit a=a, + bb, + cı% + dıd,, b= —bi@, 
+45, —-d%+0cd,0=—-,,; +4,85 +d5—bd,,d= — dia +a,d,— cd +b1%- 
Es werden Ergebnisse über die Anzahl der Zerlegungen einer Form in ein Produkt 
von zwei und mehr Formen mitgeteilt. Hofreiter (Wien). 

Hua, Loo-Keng: Sur le probleme de Waring relatif & un polynome du troisieme 
degre. ©. R. Acad. Scı., Paris 210, 650—652 (1940). 

a,b, c,d mit oder ohne Indizes bedeuten ganze Zahlen. Es sei f(x) = ta(2? — r) 
+3b(2?— 2) +cxr-+d, (ab,c)=1, a>0. Verf. kündigt ohne Beweis folgende 
Sätze an: I. Alle hinreichend großen, natürlichen Zahlen n sind in der Gestalt 
(A) n=f(z,) + :--- + f(x) (2,>0 ganz) mit k = 8 darstellbar. II. Fast alle natür- 
lichen n sind in der Gestalt (1) mit k =4 darstellbar (wobei 4 die beste Konstante 
ist), wenn man von folgenden Ausnahmefällen absieht, erstens: (2) /(x) = 2(2a, + 1)x? 
+ (25, +1)2?+2(2c, + 1)2 + d,(modi6) (hier ist k=7 zu setzen); zweitens: 
(2) gilt nicht, es ist aber (3) f(x) = a,@? + 35,2? + 30,2 + d, (mod9), = a,(b, + a,) 
(mod3) (hier ist k = 5 zu setzen). Die Hauptschwierigkeit liegt im Beweis von II, der 
inzwischen vom Verf. in einer anderen Arbeit ausführlich dargestellt wurde (dies. 
Zbl. 24, 249). — In der vorliegenden Note wird noch folgender Hilfssatz bewiesen (der 
im Beweis von II gebraucht wird): Die Anzahl der Lösungen der Kongruenz f(x) + /(&) 
+ f(x;) + f(z,) =n (mod p) (n beliebig, p Primzahl) in ganzen (0 <=x,<p) ist 
p® +0(p?). Jarnik (Prag). 

Stöhr, Alfred: Bemerkungen zur additiven Zahlentheorie. 1. Mittlere Ordnung. 
J. reine angew. Math. 183, 168—174 (1941). 

Ist A eine Menge natürlicher Zahlen und I(m) die kleinste Zahl von Summanden, 
mit der sich m als Summe von Zahlen aus A darstellen läßt, so heißt A, = „max I(m), 


falls es existiert, die Ordnung von A. Verf. bezeichnet in Analogie dazu 


falls diese obere Grenze existiert, als die mittlere Ordnung von A. Wenn h, existiert, 
existiert auch A,, und es ist A, <hy. Verf. zeigt nun: Wenn A, existiert, existiert 
auch hy, und es ist hy < 244. Diese Abschätzungen (als solche von A, bei gegebenem 
hy betrachtet) lassen sich für h,= 2 ohne weitere Voraussetzungen nicht verbessern. 
Auf den Fragenkreis der wesentlichen Komponenten angewandt, ergibt der Satz des 
Verf. die interessante Tatsache, daß bisher noch keine anderen Mengen als die 
Basen endlicher Ordnung als wesentliche Komponenten erkannt sind. Ferner wird 
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gezeigt, wie sich die Abschätzungen von A, unter Heranziehung der Dichten von 
nA(n=1,2,...) verschärfen lassen. Rohrbach (Prag). 
Walfisz, Arnold: Zur additiven Zahlentheorie. VII. 1.Mitt. Mitt. Akad. Wiss. Georg. 
SSR 2, 7—14 (1941). 
Die Arbeit behandelt die Darstellungen natürlicher Zahlen n in der Gestalt 
n=9%ı+:::+P (Pı>--:, Pr Primzahlen). Es seien n, r natürliche Zahlen, r>3, 


© q 
u(g) \r 2nian 
S,(n) en) SI esp|- 7 )- 
a Be 1 
Verf. beweist mit den Hilfsmitteln von IV (dies. Zbl. 18, 345) — also ohne Benutzung 
des Siegelschen Satzes — für r>3 die Formel 
r—1 
ID} 1ogp, „.»logy, = ar) + O(n’-!(logn)!-?). 
a Jarnik (Prag). 

Walfisz, Arnold: Zur additiven Zahlentheorie. VII. 2.Mitt. Mitt. Akad. Wiss. Georg. 
SSR 2, 221—226 (1941). 

Bezeichnungen wie im vorsteh. Referat. Bekanntlich hat Vinogradow (dies. 
Zbl. 16, 291; 17, 198; 19, 153) für r = 3 die Formel 


I 1 te) 


Pıt+'' + =Nn 


bewiesen. Verf. zeigt, wie man daraus die Richtigkeit dieser Formel durch Induktion 
für jedes r >3 beweisen kann. Jarnik (Prag). 

Walfisz, arnold: Zur additiven Zahlentheorie. 8. Trav. Inst. Math. Tbilissi 8, 
69—107 (1940). 

Die Arbeit ist eine unmittelbare Fortsetzung von VI (wegen der Bezeichnungen 
vgl. das Referat über Vlin dies. Zbl. 21, 9). Es werden erstens für weitere 19 quaternäre 
quadratische Formen Q,(33<7 51) Ausdrücke für R,(n) (= Anzahl der Darstel- 
lungen von n durch die Form Q,) abgeleitet. Dabei wird die Identität für 7(0) 7(20) 
herangezogen; es wird auch gezeigt, wie man zur Herleitung eines Teiles dieser Formeln 
statt der genannten Identität die wesentlich leichter beweisbare Identität für 7?(0) 
zusammen mit einer Jacobischen Formel benutzen kann. Es folgen zwei Identitäten 
für die Ausdrücke X, = 2” + 22” + 23” + ...; z.B. lautet die erste Identität: 


AHERZE SELF) 


mz=27p7+r mz=—r m=z=2p-—-r 
= +(p TE 1) Dauer Ar NXzn zes 2(p = I) (—1)nXg,n); 
n= 


dabei ist p eine ungerade Primzahl und m läuft über natürliche Zahlen, welche mod 4p 
den angegebenen Kongruenzen genügen. Der Beweis stützt sich auf die Identität 
für. 22(0). Jarnik (Prag). 

Ricei, G.: Recenti risultati nel campo dell’aritmetica. Il problema di Goldbach. 
Rend. Semin. mat. fis. Milano 13, 204-226 (1939). 

Ein referierender Artikel. Inhalt: I. Übersicht der älteren und neueren Unter- 
suchungen über (2), bis zu den O — Qr — Q,-Abschätzungen von Littlewood. 
II. Die Goldbachsche Vermutung; die analytische Methode von Hardy und Little- 
wood; die Methode von V. Brun und ihre Anwendungen (Resultate von Brun, Rade- 
macher, Estermann, Ricci); der Satz von Schnirelmann und seine Verschär- 
fungen (Romanoff, Heilbronn-Landau-Scherk, Ricci); der Satz von Vino- 
gradow. Jarnik (Prag). 
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Mardjanichvili, C.: Sur la d&monstration du th&or&me de Goldbach-Vinogradoft. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 30, 687—689 (1941). 

Es sei J(N) die Anzahl der Darstellungen der ungeraden Zahl N als Summe von 
drei Primzahlen. Für J(N) hat bekanntlich I. Vinogradow (vgl. z. B. dies. Zbl. 16, 
291; 17, 198) eine asymptotische Formel bewiesen, aus welcher sich insbesondere 
J(N) > 0 für große N ergibt. Verf. gibt eine Modifikation des Beweises dieser Formel; 
die Abänderung betrifft die major arcs und beruht auf einer Formel von A. Page 
(dies. Zbl. 11, 149) über die Verteilung von Primzahlen in arithmetischen Progressionen. 
Zugleich ergibt sich ein etwas schärferes Restglied als bei Vinogradow. — Auf $. 689, 
Formel (11) und eine Zeile später lies U(g, —N) statt U(q,aN). Jarnik. 

Vinogradoff, I. M.: Some general property of distribution of produets of prime 
numbers. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 681—682 (1941). 

Verf. hat in früheren Arbeiten [vgl. z. B. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. math. 1939, 
371—398; dies. Zbl. 24, 293, und C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 287—288 (1941); 
dies. Zbl. 24, 295] Sätze über Dexp(2riakp), Dexp (2rif(p)) angegeben, wo p 

M<ZpP=N M<P=<N 

über Primzahlen läuft; daraus folgten Sätze über die Verteilung der Folgen «xp und 
/p) (e=2,3,5,...) modulo 1. Hier werden ohne Beweis analoge Sätze angegeben, 
wobei aber pnichtüber Primzahlen, sondern über eine der folgenden Klassen C,,C,, 05,0; 
natürlicher Zahlen läuft: ©, ist die Menge der quadratfreien Zahlen; CO, ist die Menge 
aller Zahlen mit vorgegebener Anzahl r von Primfaktoren (r > 1); 0, bzw. (, ist die 
Menge aller Zahlen mit gerader bzw. ungerader Anzahl von Primfaktoren. Es folgen 
u. a. Resultate über die Möbiussche Funktion u(n). — Wahrscheinliche (da Beweise 
nicht gegeben werden) Druckfehler: In der Formel des Theorem 1 soll der Exponent 
links 2rrixkP heißen; rechts fehlt der Faktor N; im O-Glied des Theorem 6 fehlt 
der Faktor N!*+®; auf der vorletzten Zeile lies ® <n<(c-+ 0)?. Jarnik. 


Hua, Loo-Keng: On a theorem dueto Vinogradow. Quart. J. Math., Oxford Ser. 11, 
161—176 (1940). 

Für ganze k>1, r=1, P>0 sei 

RER, r 

FIPe%,r) — | exp(2ni(,® + 1a! + --- +0,2))| da, ...dar. 

0 0o %=1 
Vinogradow hat folgenden wichtigen Hilfssatz bewiesen: Es sei r die größte gerade 
Zahl mit r<Lk(k+1)(k +2)logk, woL=4,1 für k>14 (für 1<k< 14 muß 
L etwas größer gemacht werden, z.B. L=4,12 für k=13 bis zu L=14,8l1 für 
k= 2). Dann ist J(P; k, r) = O(Pr-tk'k+V) für wachsendes P (vgl. dies. Zbl. 19, 249). 
Verf. gelingt es, den Wert von r für kleine k(k< 10) zu verkleinern, allerdings mit 
einer um P*® schwächeren Abschätzung. Er bekommt: die Abschätzung J(P;k, s) 
— O(Ps-tkik+U+e) gilt (für jedes e>0) für folgende Paare (k, s): (2,6), (3,16), (4,46), 
(5,124), (6,312), (7,760), (8,1778), (9,4068), (10,9190). Jarnik (Prag). 

Ingham, A. E.: On the estimation of N(0, T). Quart. J. Math., Oxford Ser. 11, 
291—292 (1940). 

Verf. hat [Quart. J. Math., Oxford Ser. 8, 255—266 (1937); dies. Zbl. 17, 389] u. a. 
die Größenordnung der Differenz zwischen aufeinanderfolgenden Primzahlen unter- 
sucht, wobei er für N(o, T), welches die Anzahl der Nullstellen o = ß + iy von C(s) 
mit ß>o, 0<y=T bedeutet, die Abschätzung 


N(o, 2 Oo HZogET), Too, 


ableitete. Dies gilt gleichmäßig für $3<o<s1, wenn A(0)=1+ 20. In dieser Note 
wird bewiesen, daß die Approximation auch gilt für A(o) = 3(2 — o)-!, was eine Ver- 
besserung ist, dal +20 — 3(2 — 0)! >0 ist für 4 <o<{1. Verf. fügt hinzu, daß 
für das Problem der Primzahldifferenz damit nichts gewonnen ist, weil dort nur das 
Maximum von A(c) in Frage kommt. Der Beweis erfolgt durch Ausgestaltung des in 
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der genannten früheren Arbeit enthaltenen Gedankenganges nebst Heranziehung einer 
Ungleichung von R. M. Gabriel, J. London Math. Soc. 2, 112—117 (1927), Theorem 2. 
Kienast (Küsnacht, Zürich). 


Overing, A. €. M.: Über ganze Funktionen. Bol. mat. 13, 260—268 (1940) [Spa- 
nisch]. 

en Vinogradoffscher Methoden untersucht Verf. einige arithmetische, d.h. für 
ganze stetige n definierte Funktionen f(n) und insbesondere die sogenannten multiplikativen 
Funktionen, das sind solche, die, ohne identisch zu verschwinden, für alle zueinander teiler- 
fremden a, b der Gleichung f(ab) = f(a) f{b) genügen. Weiterhin bestimmt Verf. den Aus- 
druck F(n) für die Summe )) /(d), die sich auf alle Teiler d von n erstreckt bei multiplikativem 
/(n), und beweist, daß dann auch F(r) multiplikativ ist. Mittels der Moebiusschen Funktion 
u(n) drückter f(n) umgekehrt durch F(n), auch wenn dieses nicht multiplikativ ist, aus und wendet 
seine Ergebnisse auf einige bekannte arithmetische Funktionen, z. B. das Eulersche p(n), an. 
Alle diese Eigenschaften sowie einige noch allgemeinere wurden schon von Dirichlet, 
Bugajef, Cesäro u.a. untersucht und ordnen sich in eine allgemeine Theorie des Ref. ein, 
die er als „‚Calcolo aritmetico integrale‘‘ bezeichnet hat. [Vgl. Rev. Math. Torino 9, (1908); 
Atti Accad. Gioenia Catania, V.s. 8, mem. 11, 1—34 (1915).] M. Cipolla (Palermo). 

Rademacher, Hans, and Albert Whiteman: Theorems on Dedekind sums. Amer. 
J. Math. 63, 377—407 (1941). 


k 
Die Dedekindschen Summen s(Ah, k) = (&)) (2), in denen ((2))=0 für 


ganze x, ((2))= x — [x] — # für nicht ganze x definiert ist, treten bei Dedekind in 
den Untersuchungen über logn(T), n(T) = exp 5 (1 — exp2rtimr) auf. Ohne 
m=1 
wie Dedekind das Verhalten von logn(T) bei Modulsubstitutionen zu benutzen, leiten 
Verff. die arıthmetischen Relationen zwischen den Dedekindschen Summen auf ele- 
mentarem Wege ab und geben weitere Formeln an. Nach Einführung von Hilfsfunk- 
tionen r(h,k), S(h,k) und R(h,k) werden weitere Beziehungen zwischen den vier 
Summen hergestellt, Kongruenzen bewiesen und schließlich mit ihrer Hilfe Eigenschaften 
der 8 / 
Fe Aut) =D) exp (misth, k) — 2mi) 
hmodk 
hergeleitet, die als Exponenten in gewissen Summen von Einheitswurzeln in den Reihen 
für die Partitionenanzahl p(r) auftreten. [Vgl. hierzu D. H. Lehmer, Trans. Amer. 
Math. Soc. 43, 271—295 (1938); dies. Zbl. 18, 107.] E. Schulenberg (Berlin). 


Tietze, Heinrich: Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren. 1. Rekursions- 
formeln. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1940, 23—54 (H.]). 

Ein System von ganzen, nicht negativen Zahlen a],@,,...,am, deren Summe 
gleich m ist, wird als eine Partition von m bezeichnet. Es seien n - 1 Partitionen 
der Zahl m gegeben: A”) = (a’,...,aW) (O<v=<n). Es sollen m"+t! Zahlen 
yet... un SO bestimmt werden, daß jede einen der Werte 0 oder 1 hat und für jedes » 
und jeden Wert u, die Gleichung I) Qua... un = (sven, l<m,=m) gilt. 
Dabei ist unter a die n-fache Summe über alle Indizes u, (A = v) zu verstehen. 
Die Aufgabe wird mit B(A|W|... |A) bezeichnet, m heißt ihr Grad, n +1 ihre 
Dimension. Man fragt nach der Anzahl N AW|... |A®) von Lösungen gu... un 
der Aufgabe. Das Problem läßt sich geometrisch deuten: Der Einfachheit halber sei 
nun na +1=2. Dann sind zwei Partitionen A = (a1,... An), B= (b1,..., b„) der 
Zahl m gegeben. Im ersten Quadranten einer Ebene sind dann m Gitterpunkte so 
zu wählen, daß für jeden Wert von u, auf der Geraden 2 — u, genau a, der Gitter- 
punkte liegen und für jeden Wert von u, auf der Geraden y — u, genau b,, Gitterpunkte 
liegen. Allgemein führt jede Lösung des Problems zu einer Gitterpunktfigur im R„;ı- 
Ist in einer Partition nur ein Element von Null verschieden, so läßt sich das Problem 
auf ein solches niedrigerer Dimension zurückführen. Denn es gilt Nm|W |... |A®) 
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== N (| ei A). Hat jede Partition mindestens zwei positive Zahlen, so läßt sich 
die Aufgabe durch die Rekursionsformel 


NW]... |u@) SZNWRI... YET]... un an) 

auf Aufgaben niedrigeren Grades zurückführen. Dabei sind U, und W, Partitionen 
von m, bzw. m,, und es ist m) + m, = m. Ferner sind T’, TI, ...,<T® Partitionen 
von m,, und die äußere Summe wird über alle Möglichkeiten, n solche Partitionen von 
m, zu wählen, erstreckt. Ist I%=(tf",..,„{%), v=1,...,n), so ist A) _ X" 
= (a7 —M ,...,.dm — tm). Das ist eine Partition von m,, wenn alle Argumente 
nicht negativ sind. Sollten negative Zahlen auftreten, so werden diese A”) — X) 
weggelassen. Der Beweis der Rekursionsformel ist gedanklich nicht schwierig. Er 
beruht auf folgenden Sätzen: a) Zu jeder Lösung Z von B(A|W|... |UM) gehört 


ein System von n Partitionen IP’ v=1,...,n) der Zahl m, und eine bestimmte 
Lösung L, von BA,|T’|... |T®). b) Zu jeder Lösung Z von BA|W|... A) 
gehört eine bestimmte Lösung Z, von P(W|W — IT|... |UmM — T®). Geometrisch: 


Die der Lösung Z entsprechende Gitterpunktfigur kann zerlegt werden in die Figur L, 
derjenigen Gitterpunkte von Z, die den Ebenen x, =1 bis z, = m, angehören, und 
in die Figur Z, der Gitterpunkte von Z in den Ebenen 2, = m, +1 bis x,—=m. In 
vielen Fällen kann man, wie an Beispielen gezeigt wird, ohne Benutzung der Rekur- 
sionsformel rascher ans Ziel kommen. In besonderen Fällen läßt sich die Rekursions- 
formel vereinfachen. Hofreiter (Wien). 


Tietze, Heinrieh: Über Tripel konjugierter Partitionen. Abh. math. Semin. Hansi- 
sche Univ. 14, 273—284 (1941). 

Im Quadranten z > 0, y > 0 werde eine Menge Mt von m Gitterpunkten betrachtet, 
die die Eigenschaft hat, daß mit jedem Gitterpunkt (z’, y') auch die Gitterpunkte 
(z, y) mt 0<z<17,0<y= y vorkommen. Ist a, bzw. b, die Anzahl der Gitter- 
punkte aus M auf der Geraden 2= u bzw. auf der Geraden y= u, so werden 
(aj,@g,...) und (b,,d,,...) Konjugierte Partitionen der Zahl m genannt. Ist 
U= (a,,A,,...) eine beliebige Partition von m (somit m=a,+qa, + --- und a,>0) 
und, =>W,>..., so gibt es zu X stets eine eindeutig bestimmte konjugierte Par- 
tition 8 = (b,, ba, ...). Nun werde eine Gitterpunktmenge M im Bereich 2, >0 
v®=1,...,n) betrachtet. Sie heißt komprimiert, wenn mit jedem zu M gehörigen 
Gitterpunkt (z/,...., z,) auch jeder den Ungleichungen 0 < 2, < x, genügende Gitter- 
punkt zu gehört. Dazu gehören die Partitionen Y’,W”,...,A”. Es ist U” = (a/”,ay",...), 
wenn a® die Anzahl der Gitterpunkte von M in der Hyperebene z, = u ist. Die zu 
einer solchen Menge M gehörigen Partitionen W,..., A bilden ein n-tupel konju- 
gierter Partitionen. Wählt man W’,... ., A» beliebig, so gibt es für n>3 (im Gegen- 
satz zun — 2) nicht immer eine n-te konjugierte Partition und, falls eine solche existiert, 
so ist sie nicht immer eindeutig bestimmt. Die Anzahl dieser Mehrdeutigkeit werde 
mit C=C(W|,..., |U®-0) bezeichnet. (Es kann also C=OundC>1fürn>2 
sein.) In der Arbeit wird gezeigt, daß (© beliebig groß sein kann. Der Beweis wird 
zunächst für n= 3 geführt, in dem ein Beispiel mit beliebig großem (© konstruiert 
wird. Daraus ergibt sich in einfacher Weise der Beweis für beliebiges n. Hofreiter. 

Hajös, G.: Einfache Bedeekung mehrdimensionaler Räume mit Würfelgittern. 
Mat. fiz. Lap. 48, 37—63 u. dtsch. Zusammenfassung 63—64 (1941) [Ungarisch]. 

In dieser sehr bemerkenswerten Arbeit wird die bekannte Minkowskische Ver- 
mutung, nach welcher ein den R, einfach bedeckendes Würfelgitter zwei an einer ganzen 
Seitenfläche aneinanderstoßende Würfel besitzen muß, vollständig bewiesen. Bisher 
lagen Beweise nur für die Fälle n<9 vor. Schon früher hat der Verf. bewiesen, daß 
die Vermutung mit der folgenden Behauptung äquivalent ist (siehe dies. Zbl. 20, 6): 
Ist in der aus einer endlichen abelschen Gruppe & gebildeten Gruppenalgebra das 
Produkt der Reihen DAL AR  A Re) 
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(wo Ay, Ag, .. ., An Elemente von © sind) gleich der Summe aller Elemente von ©, 
so ist für wenigstens ein ?: Ar —=1. 
In dieser Arbeit wird die Richtigkeit dieser Behauptung bewiesen. — Es wird gezeigt, 
daß es genügt, als Zahlen &; nur Primzahlen zuzulassen (dann entspricht allerdings n 
nicht mehr der Dimensionszahl). Der Beweis der auf diese Form gebrachten Ver- 
mutung stützt sich auf eine Reihe gruppenalgebraischer Hilfssätze, in denen die folgende 
Funktion d(B,, B,,.. . ., Bx) der Gruppenalgebraelemente die Hauptrolle spielt: sie ist 
gleich der Anzahl der (voneinander nicht unbedingt verschiedenen) Primfaktoren der 
Ordnung derjenigen Untergruppe H(B,, B,,..., B;) von ©, welche von den in 
B,, B;,.. -, Br enthaltenen Gruppenelementen erzeugt wird. Bela v. Sz. Nagy. 
Jarnik, Vojtöch: Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide 
nit tn) tewnı tr tWw)<e. 
1.Abh. V£stnik Kräl. Ces. Sp. Nauk Nr 3, 1-63 (1940). 
Jarnik, Vojtch: Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide 
aut te)taeenrt  tw)Se- 
2. Abh. Öas. mat. fys. 70, 1-33 (1940). 

Im folgenden sei r,, r, ganz, z= Min(r,,n)>4,r=r, +47, 0, >0,%>0, 
%/&, irational; Q=-QW) = a, WW +. +u)+ own 4ı +: +W) sei eine 
quadratische Form. Für x >0 sei Ay(x) die Anzahl der im Ellipsoid Q (u) < x liegenden 
Gitterpunkte; V9(x) sei der Inhalt dieses Ellipsoids, P(x) = Py(x) = Ag(z) — Vg(2), 


z 

M (x) = My(2) = il P%(y)dy.‘ Es seien p„/qn die Näherungsbrüche der Kettenbruch- 
ö 

entwicklung der Zahl a,/& (Po/go = [&ı/&g], (Pr In) = 1 M>0); man setze 


: l A: 
y=y(ay, %) = lim sup &tı, 9 (x, 0,) — lim inf Eletı, 


v>© 08% >» 1084 
3 log M (x) ....,l0gM 
re 


logx 
Weiter bezeichnet (x) stets eine solche positive, stetige Funktion, für die (x) - x! 
nicht abnehmend ist. Mit y(x) bezeichnet man stets die zu @ inverse Funktion. 
C1, €g,. . . sind positive Zahlen, die nur von ?7,, 73, &], &, abhängen; c(t, v) bedeutet 
z. B. eine positive, nur von 7,, 73, &ı, &g, t, v abhängige Zahl. Endlich sei 


Fe) = Fo(e) = N N nn - Min (1, (Ferr))); 
vr mn 


dabei läuft v über alle Zahlen mit 7, > 0, bei einem gegebenen v läuft m (bzw. n) über 
alle positiven Teiler der Zahl p, (bzw. q,). — Das Hauptergebnis der ersten Abhand- 
lung ist folgendes: Es siz>6. Für 2 > c, ist o,F(x) < M (x) < c,F (x); allgemeiner: 
es si O=4u<1; dann ist o.(u)F(2) <M(x) — M(ux) <cz(u)F(e) für > cı(u). 
Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, daß die Größenordnung der Funktion M 
dieselbe ist wie bei der Funktion F, die eine Summe der positiven Glieder ist. Dabei 
ändert sich nicht die Größenordnung der Funktion F, wenn man die Glieder mit ,> x 
wegläßt. Zur Untersuchung des Verlaufs der Funktion F genügt also eine verhältnis- 
mäßig kleine Anzahl der Glieder in #. Der Verlauf der Funktion F — also auch der 
Verlauf der Funktion M — wird in einer Reihe von Sätzen (Satz 1—16) in der 1. Ab- 
handlung untersucht. Aus dieser Reihe nehme ich folgende Sätze heraus (alle gelten 


für 2>6, manche haben schon eine spezielle Form): I. ,=r —-1-— & (Satz 6). 


I. Im Gegensatz zu f, ist f, nicht allgemein eindeutig durch die Zahlen »}, r,, y,d 
bestimmt (Satz 7). Im Satze 8 werden Ungleichungen nach oben und unten für 2 


abgeleitet. III. Wenn aber 9 >2 +2 ist, oit „= r—1-— ——g,wd=2 
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(bzw. —= 1, =:0) für [#ı — rg] =0( (bzw. =1,>1) ist (Satz 14). Man kann noch 
schärfere Ergebnisse ableiten, z. B. IV. Findet man eine Funktion Y, so daß 


0< lim Sup <® gilt (es gibt immer eine solche Funktion), dann ist 
M (a) 


art 


; 2[. 
0 < lim sup y%(x) < oo 


(Satz 1). V. Es sei |r, — r,|>3: dann ist 
M(«) 


= lim inf ——Z.— < oo 
> __22 
x z+2 


und für #>z+ 2 gleichzeitig S > 0 (Satz 15); ein ähnlicher, aber komplizierterer Satz 


gilt für r,=r, (Satz 16). VI. Es ist immer lim inf —ı >0 (Satz 4); dagegen ist 
>90 
limsup —_ <oo dann und nur dann, wenn die Nenner der Kettenbruchentwicklung 


der Zahl &,/&, beschränkt sind (Satz 3). — Ähnliche, aber nicht so scharfe Ergebnisse 
sind für z> 4 in einer früheren Abhandlung des Verf. [Math. Z. 36, 581—617 (1933); 
dies. Zbl. 6, 394] bewiesen worden. In der zweiten Abhandlung untersucht Verf. an- 
statt M (x) die Funktion P (x), und zwar auch in Hinsicht auf das Vorzeichen. Man setze 


log Max (0, P@) logMax (0, — P«z)) 


ia logx z == a: logx 2 
rel 
un logz 


Dann ei für z>4:t=}, =}. =; —1 - (Satz 1). Unter Anwendung des 
Hauptsatzes der vorigen Abhandlung wird folgendes scharfe Ergebnis abgeleitet 
(Satz 4): Es si 0<u<1,e>0. Dann gilt fürz>6: 1. |P(x)| <c;(e) vn. x: 
für © >c,(e). 2. Für 2 > c,(u, e) gibt es im Intervall („x, x) zwei Zahlen x,, 2, so, 
daß P(z,) > y u, Pa) <- vr a 
gebnisse gibt in einem Spezialfall folgender Satz (Satz 2): Es sei z > 10, die N>nner der 


ist. Noch wesentlich schärfere Er- 


Kettenbruchentwicklung der Zahl &,/&, seien beschränkt. Dann gilt: 1. |P(z)|<c,x2 3 


für >c,. 2. Zu jedem x>c, gibt es zwei Zahlen z,, 2, mit 2 — =< <a 
er, EAReL : ee e 
(= 1,2), so daß P(z,) >cı2? Pla) <-c,12% ist. 3. Die in 2 beschriebene 
Geschwindigkeit der Schwankung der Funktion P kann nicht verschärft werden. Ist 
3-2 5-2: 
nämliche>0,, > 2, >1,P(z)>e4 ‚Pia)<-ex ‚Bolt 2, — 2 >05. 
2 
Ein ähnlich scharfer Satz wird auch im allgemeinen Fall (unbeschränkte Nenner, 
z>10) abgeleitet (Satz 3): Es sei @ eine Funktion mit 0 < lim sup in) < oo und 


A eine Zahl mit O< A<< lim sup TE Dann gelten ähnliche Ergebnisse wie im 
v—>o. v 


E£ r 
Satz 2. Man muß nur in 1. und 2. z? "y-i(e) anstatt x? h schreiben; in 2 und 3 
ist die Länge des Intervalles der Größenordnung nach y-!(x) anstatt z"', und die 
Konstanten c sind noch von weiteren Parametern abhängig. Im Vergleich zum Satz 2 
haben aber die Behauptungen des Satzes 3 folgenden Mangel: sie gelten nicht für 
alle x, sondern nur für diejenigen z, die von derselben Größenordnung sind, wie eines 


der unendlichvielen g,;, mit Se > 4A. Für die übrigen z gilt der nicht so scharfe 


Satz 4. Auch für 4<z=10 werden analoge, aber nicht: so scharfe Ergebnisse ab- 
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. 1 
geleitet. Von den erwähnten Ergebnissen kannte man bisher nüur {=r—1— — 


[V. Jarnik, Töhoku Math. J. 30, 354—371 (1929)]. VI. Knichal (Prag). % 
Koksma, J. F., und B. Meulenbeld: Diophantische Approximationen homogener 
Linearformen in imaginären quadratischen Zahlkörpern. Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 44, 426—434 (1941). 
Es seien n, m natürliche Zahlen, m quadratfrei, A=2 für m = 3(mod4), A=1 
sonst; 


(2n +1)mtrtD N (m— 1242 | 2intamartı(2n+1) 1 & = ar 
An,m = (n+ ak ’ B,,m = 1 Segen 4 Dar (n . Een 2% an ’ 
B=2n 
Om = 2tın"(n +1)rAt B,h. Es seien @,,...., 6„ beliebige komplexe Zahlen, 
t>2. Dann gibt es ganze Zahlen &,,..., &„, y des Körpers K (ü Ym) mit 
(1) 19121 + Far + 0% — Y| S On,m&” (z = Max(|z, |, ZA 
1 
(2) 1<x=S 2(0,mt)”; (3) |dızı + 2 In — ylz2tt. 


Also hat (1) unendlich viele Lösungen in ganzen z,, yaus K 6 Ym). Der Beweis beruht 
auf dem Blichfeldtschen Satz. — Analoge Sätze derselben Verff.: dies. Zbl. 24, 296 
(Linearform, reeller Fall), und 24, 297 (simultane Approximationen von 6,,.. -, On, 
komplexer Fall). Für den reellen Fall der simultanen Approximationen liegen Resul- 
tate von Minkowski (Geometrie der Zahlen, 1910) und Blichfeldt [Trans. Amer. 
Math. Soc. 15, 227—235 (1914)] vor. Jarnik (Prag). 


Analysis. 
Allgemeines: 


© Zant, J. H., and A. H. Diamond: Elementary mathematical concepts from the 
historical and logieal point of view. Minneapolis: Burgess 1941. 125 pag. $ 1.50. 

@ Miles, H. J.: A first year of college mathematies. New York: Wiley 1941. 

@ Harkin, D.: Fundamental mathematies. New York: Prentice-Hall 1941. XV, 
434 pag. $ 3.00. 

® Leroy, Florentin: Cours d’algebre et d’analyse ä l’usage des elöves de mathe- 
matiques speeiales, des &l®ves ingenieurs, des etudiants des facultes des seiences et des 
eandidats & l’agregation de math&matiques. Essai d’enseignement eoneret et intuitif. 
Tome 2: Analyse avee de nombreux exereices et 15 resumes synthetiques d’analyse 
et d’algebre. Paris: Libr. Vuibert 1940. IX, 352 pag. et 66 fig. ffrs 79.—. 

Die vorliegende Einführung in die Infinitesimalrechnung beansprucht vor allem 
methodisches Interesse, bietet sie doch einen in sich geschlossenen Gedankenaufbau, 
der nur diejenigen Gegenstände behandelt, die sich im Laufe der Untersuchung als not- 
wendig erwiesen haben. Verf. geht aus von den Polynomen und ihrer rational ableit- 
baren Taylorformel; aus dieser werden die sämtlichen Ableitungen erklärt; der gleiche 
Gedanke der Näherung verschiedener Ordnung dient zur Definition der Ableitung 
anderer Funktionen; demnach weicht auch die Behandlung der Exponentialfunktion 
von der üblichen ab: nachdem a” durch Stetigkeit definiert ist, wird die Taylorentwick- 
lung von a” aufgestellt und festgestellt, daß ihr Glied erster Ordnung bei verschiedenen 
a sich nur um einen von a abhängigen Faktor unterscheidet, der definitionsgemäß für 
a= ezul wird; damit erhält man sofort die Reihenapproximation für e. Ähnlich geht 
Verf. bei den trigonometrischen Funktionen vor; dabei werden stets abbrechende Reihen 
mit Restglied verwandt. Die allgemeine Potenzreihenlehre folgt erst jetzt und führt 
zur Definition analytischer Funktionen mittels Potenzreihen. Die Betrachtungen 
übertragen sich auf Funktionen mehrerer Veränderlicher und implizite Funktionen. 
Im ganzen erfordert die Folgerichtigkeit, mit der Verf. vorgeht, einige Umstandlich- 
keiten, die er durch Überlegungen am Kurvenbild zu mildern sucht, und den Verzicht 
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auf übliche Gegenstände, wie L’Höpitalsche Regel, Differentialgeometrie ebener Kurven 
und allgemeine Reihenlehre. Den ersten Teil beschließt ein Kapitel über elementare 
Funktionentheorie im Komplexen. — Seinen didaktischen Prinzipien bleibt Verf. 
auch im zweiten Teil, der Integralrechnung, treu. Zunächst werden zu rationalen und 
elementar integrierbaren Funktionen die primitiven Funktionen bestimmt und alle 
üblichen Integrationsverfahren erörtert. Erst dann folgen bestimmtes Integral, geo- 
metrische Deutung und allgemeine Rechenregeln. Nun folgt sofort die explizite Lösung 
der üblichen Klassen von Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung (ohne allgemeinen 
Existenzbeweis) mit zahlreichen Beispielen. Ein recht umfangreiches Kapitel ist den 
Inhalts-, Längen-, Oberflächen-, Schwerpunkts- und Trägheitsmomentsbestimmungen 
gewidmet. Den Beschluß bilden einige Sätze über allgemeine Reihen und eine knappe 
Zusammenstellung der wichtigen Definitionen und Sätze. Man vermißt die uneigent- 
lichen Integrale, Kurvenintegrale, Fourierreihen. Die Durchführung ist sauber und klar. 
Harald Geppert (Berlin). 
Mengenlehre: 


Sherman, Seymour: Some new properties of transfinite ordinals. Bull. Amer. Math. 
Soc. 47, 111—116 (1941). 

Verf. gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, daß eine Ord- 
nungszahl x ein linksseitiger bzw. rechtsseitiger Teiler der Ordnungszahl A ist. Für 
die Ordnungszahlen wird dann die Beziehung (A + B)JÜ < AC + BC bewiesen, und 
es wird festgestellt, unter welchen Bedingungen die Gleichheit gilt. J. Novak. 

Folley, K. W.: A property of a simply ordered set. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 
940—942 (1940). 

Es wird auf die Mengen der Mächtigkeit X, das Zerlegungstheorem von Sierpinski 
verallgemeinert, wonach das Zahlenintervall (0,1) sich in 2% disjunkte Teilmengen von 
der Mächtigkeit < 2% zerlegen läßt, so daß die Summe von 2% solcher Teilmengen 
mit jeder perfekten Menge von (0,1) mindestens einen gemeinsamen Punkt hat. Die 
Verallgemeinerung steht auch mit der verallgemeinerten Kontinuumhypothese in 
Zusammenhang. L. Egyed (Budapest). 

Piecard, Sophie: Sur les ensembles de distances. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 
780—783 (1940). 

Verf. gibt eine Zusammenfassung der Resultate ihrer Untersuchungen. Eine voll- 
ständige Behandlung der Fragen hat Verf. in ihrem Memoire: Sur les ensembles de 
distances des ensembles de points d’un espace euclidien. Neuchätel 1939 (dies. Zbl. 23, 
18) gegeben. Die Entfernungsmenge einer Menge A ist die Menge aller Zahlen, die die 
Entfernung zweier Punkte von A angeben. Die Menge aller Mengen reeller nichtnega- 
tiver Zahlen, die Entfernungsmengen des n-dimensionalen euklidischen Raumes sein 
können, hat die Mächtigkeit 22”. Eine endliche Menge reeller positiver Zahlen, durch 
die Zahl 0 ergänzt, kann man immer als eine Entfernungsmenge einer im n-dimensionalen 
euklidischen Raum liegenden Punktmenge auffassen, falls die Anzahl der gegebenen 
verschiedenen Zahlen, die Null inbegriffen, höchstens n + 1 beträgt. Im Falle einer ab- 
zählbar-unendlichen Menge von Zahlen ist diese Aussage nicht richtig. Es werden Sätze 
über den Zusammenhang der Kongruenz mit der Entfernungsmenge linearer Mengen 
gegeben. Unter diesen ist folgender interessant: Eine lineare Menge ist mit ihrer 
Komplementärmenge dann und nur dann kongruent, falls die Vereinigungsmenge der 
zwei Entfernungsmengen nicht alle positiven reellen Zahlen enthält. L. Egyed. 
Differentiation und Integration reeller Funktionen: 

Bischof, Artur: Beiträge zur Carathöodoryschen Algebraisierung des Integralbegriffs. 
Schr. math. Inst. u. Inst. angew. Math. Univ. Berlin 5, 237—262 (1941) u. Berlin: 
Diss. 1940. 

Die Arbeit besteht aus sechs ziemlich lose miteinander zusammenhängenden Teilen: 
Im Abschnitt I werden teilweise geordnete Mengen & betrachtet, die noch einer Be- 
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dingung genügen, welche bewirkt, daß man diese Mengen in einen vollkommenen 
Ring R von Elementen einer Booleschen Algebra einbetten kann. Hierauf wird mit 
Hilfe eines Satzes von J. v. Neumann [J. reine angew. Math. 165, 109—115 (1931); 
dies. Zbl. 8, 106] gezeigt: wenn 2 schon von vornherein in einem solchen Ring © ein- 
gebettet war, so ist R einem Teilring von ©, wenigstens in bezug auf Verknüpfungen 
endlich vieler Elemente, isomorph, und auch © ist zu R homomorph. Dies erlaubt 
ein Resultat von Stone [Trans. Amer. Math. Soc. 40, 37—111 (1936); dies. Zbl. 14,340] 
auf einfachste Weise abzuleiten. Im Abschnitt II wird eine Eigenschaft der Ortsfunk- 
tionen [Carath&odory, 8.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1938, H.1, 27—69; dies. Zbl. 20, 297; 
Math. Z. 46, 181-189 (1940); dies. Zbl. 28, 18] bewiesen, welche außerordentlich bequem 
ist. Im Abschnitt III wird eine independente Theorie der regulären Maßfunktionen 
entwickelt, welche in Verbindung mit den Ergebnissen von Abschnitt I zu einer über- 
raschend großen Anzahl von Sätzen führt. Im Abschnitt IV werden die Überlegungen 
von Abschnitt I benutzt, um Ortsfunktionen auf dem Ring R mit Hilfe von geeigneten 
Angaben auf 2 zu definieren. Der Abschnitt V enthält eine Verallgemeinerung eines 
Resultats von Carath&odory [Ann. Scuola norm. super. Pisa, II.s. 8, 105—130 
(1939); dies. Zbl. 21, 114] über Multiplikation von Maßfunktionen und der Abschnitt VI 
eine Bemerkung über die Beweismethode von Stone. Wegen der Einberufung des 
Autors mußte die Arbeit sehr überhastet geschrieben werden; sie ist teilweise nur 
skizziert und deshalb nicht ganz leicht zu lesen. C. Caratheodory (München). 


Fan, S. €.: Integration with respeet to an upper measure funetion. Amer. J. Math. 
63, 319338 (1941). 

Es sei die reelle Funktion f(x) beschränkt für zsEM, wo M eine Menge des eukli- 
dischen EZ, von endlichem, äußerem Lebesgueschen Maße m(M) ist. Man setze 


u(y) = m(E(f(@) < y)) und 2, = 2 la (yo) - a(y-ı)] mitt „ızn=%, wo 


die 4; eine Einteilung o des Wertebereiches von f(x) bilden. Sofern f(x) beschränkt 
ist, existiert der Limes der 2, für max (yy — 4;_ı)—>0 und werde mit J -/fdn 
M 


bezeichnet. Entsprechend erhält man den Limes J = //du, wenn m durch das innere 

Maß m ersetzt wird. Zwei weitere Integrale J* und J* ergeben sich, wenn man in 2, 

die eckige Klammer ersetzt durch m(E(i (2) > %-ı)) _ m(E(f(x) > %:)) bzw. ent- 
T 7 


sprechend für m statt m. Diese Integralbildungen unterscheiden sich z. B. von den 
Hildebrandtschen [vgl. Jeffery, Ann. of Math., II.s. 33, 443—459 (1932); dies. Zbl. 5, 
101] dadurch, daß bei diesen die eckige Klammer ersetzt ist durch m(E( Yy-1ı=zrlr)< %))- 
Abgesehen von der Herleitung einfacher Eigenschaften der 7 En wird vor allem 
gezeigt, daß die J usw. i. a. weder additiv noch linear sind; Additivität bzw. Linearität 
herrscht dagegen z. B. bei Zerlegung von M in relativ meßbare Teile bzw. für Summen 
zweier beschränkter Funktionen, von denen eine relativ meßbar ist. Weiter werden 
die Beziehungen zwischen den J usw. untersucht, z. B. ist für J = J* notwendig und 
hinreichend die relative Meßbarkeit des Integranden. Für den Fall unbeschränkter 
Integranden wird u. a. die Definition des Integrals als Limes der entsprechenden (un- 
N 


+ 
endlichen) Summen als gleichwertig erkannt mit derjenigen als lim jl /du usw. 
Nee 


Nach Diskussion der Beziehungen zwischen J usw. und den Pierpont-Hildebrandtschen 

Integralen wird gezeigt, daß für gliedweise Integrierbarkeit hinreichend ist: 1) Die 

f»(2) bilden eine monotone Folge beschränkter Funktionen mit beschränktem Limes: 

oder 2) die gleichmäßig beschränkten f,(x) konvergieren gegen den beschränkten Limes 

f(x) in folgender Weise: Es ist f,(z)< f(x) und m(E( /-#1> 2 0 mit v>oo 
z 


für jedes 7 > 0. — An Stelle von m kann übrigens jede nichtnegative monotone Mengen- 
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% % 
Haupt (Erlangen). 

Troda, Alex.: Mesures exterieure et int6rieure des ensembies-image des fonetions 
multiformes ou uniformes de variables r6elles. Bull. Soc. Math. France 68, 83-108 
(1940). 

Es wird eine allgemeine ein- oder mehrwertige reelle Funktion von n reellen Ver- 
änderlichen f(P) betrachtet; Verf. nennt 1. jedes geometrische Element, das dem Raum 
der n Veränderlichen (2,, 25,... ., &,) angehört, einen Träger, 2. jedes Element, das dem 
Raum dern + 1 Veränderlichen (2,, 3, ..., 2,; f) angehört, ein Bild, 3. jedes Element, 
das der in P errichteten Ordinatenachse, d. h. der durch P gezogenen Parallelen zur 
f-Achse, angehört, eine Vertikale. — Verf. beweist einige Sätze, die die Maße (äußeres 
und inneres Maß im Lebesgueschen Sinne) der Gesamtheit der Bilder 7 mit denen der 
Gesamtheit der Träger E von f(P), auf der f(P) definiert ist, in Beziehung setzen. 
Genannt seien z. B. die folgenden Sätze: Ist Z meßbar und in jedem Punkte P von E 
die vertikale Menge Y der von f(P) angenommenen Werte, die als beschränkt voraus- 
gesetzt wird, von der Art, daß äußeres Maß V > k (bzw. inneres Maß V < k) mit einer 
positiven Konstanten k ist, so folgt: äußeres Maß />k- Maß Z, bzw. inneres Maß I 
=k-Maß E. Wird f(P) nur als endlich vorausgesetzt, und macht man keine Annahme 
über die Meßbarkeit von Z, so ergibt sich aus den Voraussetzungen: äußeres Maß 
V>k bzw. inneres Maß Y=<k, d.h. äußeres Maß [> k - äußeres Maß E bzw. inneres 
Maß I=k-inneres Maß E; weitere Sätze haben eine Abschätzung des Maßes von I 
mittels der eindeutigen Funktionen Y,(P) und V,(P) zum Ziele, die in jedem Punkte P 
aus Z mit dem äußeren bzw. inneren Maß von V übereinstimmen. Tullio Viola. 

Romanovski, Paul: Sur Pexistence de Pintegrale de Burkill. Rec. math. Moscou, 
N.s. 8, 317—320 (1941). 

Es werden einige einfache Existenzsätze für Burkillsche Integrale des Index q 
(0<g<<1) von mehrdimensionalen Intervallfunktionen ausgesprochen [vgl. Proc. 


London Math. Soc., II.s. 22, 275—8310 (1924)]. Tullio Viola (Roma). 
Tonelli, L.: Integrale, lunghezza, area. Rend. Semin. mat. fis. Milano 13, 1—14 
(1939). 


Zusammenfassende und didaktisch vollständige Darstellung der Entwicklung des Integral- 
begriffs von den Definitionen von Mengoli und Cauchy an bis zu denen von Lebesgue und 
Denjoy. Mit zahlreichen Verweisen auf Probleme der Bestimmung primitiver Funktionen, 
der Quadratur ebener Flächen, der Streckung von Kurven und der Inhaltsbestimmung krum- 
mer Flächen. Bezüglich der genannten Gegenstände stellt Verf. die wichtigsten und modernsten 
Ergebnisse zusammen, insbesondere die, die von ihm in den folgenden grundlegenden Arbeiten 
gewonnen worden sind: Atti Accad. Sci. Torino 43, 399 (1908); Atti Accad. naz. Lincei, V.s. 
25), 22—30, 85—91 (1916); %9,, 4448, 106—110, 186—191 (1920); VI.s. 3, 357—362, 
445—450, 633—638 (1926). j Tullio Viola (Roma). 

Gunther, N.: Remarque & propos des intögrales de Mr. Hellinger. ©. R. Acad. Scı. 
URSS ,N.s. 30, 99—102 (1941). er 

Soit EZ un domaine dans R, et soient E, des domaines de mesure finie, contenus 
dans E et tendant vers E pour s>oo. Soient F(e) et U(e) des fonetions d’ensemble 
additives et A variation bornse dans chaque E,, soit U(e)=0 et supposons qu’il 
existe un nombre K ne d&pendant pas de s, tel que 


1 P2(e,) 
> Tvojlals& 
k=1i 


pour chaque division de E, en domaines partiels e], &, . . -, &n- Dans ces conditions, 
il existe une fonction f(x) mesurable (B) et telle que 


File) — affe U(de)de; pro U(de)de he U (de)de 
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existe et est egale & n 
F%(e,) 
I m Tee) I 
Bela de 8z. Nagy (Szeged). 
Pi Calleja, Pedro: Note sur les integrales singulieres et leur applieation & la forme 
eomplexe de P’integrale de Fourier. Bull. Soc. Math. France 68, 1—10 (1940). 
Bekanntlich konvergiert die konjugierte Reihe der Fourierschen Reihe einer 
Funktion f(x) [mit Periode 27 und L-integrierbar in (0, 277)] in einem Punkt 2=c 
dann und nur dann, wenn +8 
(*) u jE +t)(1 — cosnt) ER 
6 


n> © ı 


existiert und endlich ist.— Nach einem bekannten Kriterium von Pringsheim ist (*) 
endlich, wenn f(x) im Punkt x=c eine Lipschitz-Bedingung erfüllt, d.h. wenn für 
geeignete Konstanten k>0,0<a=1l, y>0, |f(c+t) — f()| <= k|t|* für jedes 
|<» gilt. — Das Integral (*) ist kein singuläres Integral im Sinne von Dini und 
Lebesgue. Verf. beweist u. a. den folgenden Satz: Es sei c ein Punkt des endlichen 
Intervalls (a, b), und für jedes n sei p(z,n), a<&x=b, eine beschränkte, meßbare 
Funktion. Nennen wir ft die Klasse der in (a, b) L-integrierbaren Funktionen, die im 
Punkt x =c eine Lipschitz-Bedingung erfüllen. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß 


d 
„im. Ka)p(e, n)da 
für jede Funktion der Klasse $ existiert und endlich ist, lautet: 1) für jedes s > 0 
existiert eine von n unabhängige Zahl M, > 0 derart, daß fi 2 — c|lp(z,n)da<mM, 
gilt; 2) die Grenzen „im pi n)d, Jim [@ — A)o(z, ae existieren für jedes A 


des Intervalls (a, b) und sind endlich. Es folgen Anwendungen auf die komplexe Form 
des Fourierschen Integrals. L. Cesari (Pisa). 
Tehelidze, W.: Un th&or&me sur Pintegrale de surface. Trav. Inst. Math. Tbilissi 7, 
105—111 u. franz. Zusammenfassung 112 (1940) [Russisch]. 
Untersuchung eines Doppelintegrals der Form 


02 z 
f A(z, Y, z(r, y)) = B(z, Y; z(z, 9) + Cs, Y, 2(z, Nr dz dy, 


worin A(z, 9,2), B(x, y,2), C(z, y,2), 2(x, y) stetige und mit partiellen Ableitungen 
versehene Funktionen bedeuten. Tullio Viola (Roma). 

Younovitch, B.: Sur la derivation des fonetions absolument additives d’ensemble. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 112—114 (1941). 

Vorgegeben sei ein Gesetz, das jedem Punkt P eines gewissen Raumes R eine 
gewisse Folge von Mengen A„(P), (n=1,2,...), die sämtlich ? enthalten, zuordnet; 
die Gesamtheit dieser Mengenfolgen werde mit R{A„(P)} bezeichnet. u(E) sei eine 
absolut additive, für die in R enthaltenen Mengen E erklärte Mengenfunktion. Eine 
Mengenfunktion @(E) heißt in P bezüglich #(E) und R{A„(P)} differenzierbar, wenn 
der Grenzwert  oA.l2)] 

n>o u[A„(P)] 
existiert und endlich ist. Verf. gibt die Bedingungen an, denen die Gesamtheit R{4A,„(P)} 
genügen muß, damit jede absolut additive und bezüglich (EZ) absolut stetige Funktion 
Y(E) fast überall bezüglich u(E) und R{A,(P)} differenzierbar sei. Tullio Viola. 

Roussel, Andre: Sur la definition des fonetions eontinues par leur aceroissement 
infinitesimal. ©. R. Acad. Sci., Paris 212, 593—595 (1941). 

Es werden hinreichende Bedingungen angegeben dafür, daß eine stetige und mit 
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h verschwindende Funktion zweier Veränderlicher g(x, h) in der Form (+ h) — f(x) 
= g(z, h) + ew(h) geschrieben werden kann, in der f(x) eine gewisse stetige Funktion 
von x, & eine vorgegebene abnehmende und mit h verschwindende Funktion (z. B. 
© — h") bezeichnen und & eine mit Rh infinitesimale Veränderliche ist. Die Fragestellung 
beansprucht besonderes Interesse im Fall, daß g partielle Ableitungen mit Ausnahme 
der Stelle A = 0 besitzt. Tullio Viola (Roma). 

Boas jr., R. P.: Functions with positive derivatives. Duke math. J. 8, 163—172 
(1941). 

1. Verf. gibt zunächst einen elementaren Beweis des folgenden Satzes von 8. Bern- 
stein (Legon sur les proprietes extremales et la meilleure approximation des fonctions 
analytiques d’une variable reelle, Paris 1926, 196—197): Es seien ,,v—=1,2,..., 
positive ganze Zahlen mit 9,< g,+1 und limg, 41/9, < oo. Die in (a, b), d. h. für 
a<x<b, eindeutige, reelle, unbegrenzt oft differenzierbare Funktion f(x) ist analytisch 
in (a, b), wenn {v(z)>0 in (a,b, v=1,2,... Der Beweis stützt sich auf Un- 
gleichungen zwischen oberen Schranken für die absoluten Beträge der Ableitungen. — 
2. Sodann wird gezeigt, daß der vorstehende Satz sich in gewissem Sinne nicht ver- 
schärfen läßt, nämlich: Zu gegebenen g, mit g, < 9, +1, aber ,41/» > + ®fürv > oo, 
existiert stets eine, in (—1, +1) unbegrenzt oft.differenzierbare, abernicht analytische 
f(x) mit f(x) > 0 und /@(z) >0in(—1, +1),v=1, 2, .... (Der Falllimg, 41/9, = +, 
aber limg, + 1/9, <+ © bleibt offen.) Die Konstruktion von f(x) stützt sich auf ihre 
Entwicklung nach Tschebyscheff-Polynomen. Haupt (Erlangen). 

Tolstoff, 6.: Sur la differentielle totale. Rec. math. Moscou, N.s. 9, 461—468 
(1941). 

Seien P(z, y) und Q(x, y) zwei stetige Funktionen, die in ihrem Definitionsbereich B 
die partiellen Ableitungen . und = besitzen, und es bestehe die Gleichheit nn = nn 
fast überall in B. Man könnte daran denken, daß ın diesem Fall der Ausdruck 
P(z,y)dz+0Q(z, y)dy die totale Derivierte einer Funktion F(z, y) wäre, wie dies auch 
P. Montel vermutete. Verf. zeigt durch ein Beispiel — konstruiert mittels der Can- 
torschen nirgends dichten perfekten Menge — daß dies nicht der Fall ist: es gibt also 
stetige Funktionen P und @, für die überall in B = — 
tion F(z, y) mit — — P(x, y) und 5 = ((z, y) gibt. L. Egyed (Budapest). 


Motehane, L&on: Sur la eontinuit& des fonetions A variation bornee continue par 
rapport & chacune des variables. ©. R. Acad. Sci., Paris 211, 61—62 (1940). 

Verf. beweist: Eine Funktion zweier Veränderlicher f(z, y), die bezüglich der 
einzelnen Veränderlichen z, y stetig und bezüglich z von beschränkter Schwankung ist, 
ist auch bezüglich des variablen Paares x, y stetig, falls die Gesamtschwankung bezüg- 
lich & eine stetige Funktion von yist. Diesem Satz ordnet sich als Spezialfall ein Satz 
von P. Montel und H. Kriticos über die doppelt konvexen Funktionen unter (vgl. 
dies. Zbl. 3, 392). Tullio Viola (Roma). 

Popovieiu, Tiberiu: Notes sur les fonetions convexes d’ordre superieur. 4. Dis- 
quisit. math. et phys., Bucarest 1, 163—171 (1940). 

Es werden einige Ungleichungen bewiesen, die die konvexen Funktionen höherer 
Ordnung (dies. Zbl. 23, 308) mit den Orthogonalfolgen von Polynomen in Verbindung 
setzen. Tullio Viola (Roma). 


gilt, während es keine Funk- 


Allgemeine Reihenlehre: 


Rado, R.: The distributive law for produets of infinite series. Quart. J. Math., 


Oxford Ser. 11, 229—242 (1940). 
Die formale Anwendung des distributiven Gesetzes liefert bei zwei unendlichen 


Reihen mit konstanten Gliedern die Gleichung | Ian) | >) = 2m, b„,, wobei 


m=1 n=1 
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(m,, n,) eine Folge von Paaren natürlicher Zahlen sein soll, in der jedes solche Paar 
genau einmal vorkommt. Eine gegebene (m,, n,)-Folge heiße distributiv, wenn aus 
der Konvergenz von Din = a und Ib — b stets die Konvergenz von Didnoe, — ls 
und die Beziehung ab = c folgt. Zur Verenschaulichung werde ein Glied (m,, n,) der 
Folge in einem rechtwinkligen, ebenen kartesischen Koordinatensystem als Punkt mit 
den Koordinaten m,,n, gedeutet. Wird bei gegebenen ganzen Zahlen «, f, y, ö mit 
0<Sa<ß,0=<y< 6 unter dem Rechteck (x, ß, y, 6) die Menge der Gitterpunkte 
(m, n) mit a <m=<ß,y<n=ö verstanden, so gibt es zu jedem» =1,2,... eine 
Minimalanzahl R,>1 von Rechtecken, deren Summe genau die Menge der Punkte 
(m), (Mg, N), .-, (m,,n,) ausmacht. Das bemerkenswerte Ergebnis des Verf. 
lautet: Eine (m,, n,)-Folge ist dann und nur dann distributiv, wenn R, beschränkt 
ist für v—oo. Die distributiven (m,, n,)-Folgen können auch als diejenigen Folgen 
charakterisiert werden, für die aus der Beschränktheit der Teilsummen von D)a, und 
D)b, stets die Beschränktheit der Teilsummen von DZ am,bn, folgt.  Meyer-König. 

Hill, J. D., and H. 3. Hamilton: Operation theory and multiple sequence trans- 
formations. Duke math. J. 8, 154—162 (1941). 

Die Verff. betrachten Transformationen n-facher komplexer Zahlenfolgen 
{sku, #0, ..., im} in I-fache Zahlenfolgen (om, m, ..., ma} durch eine (l + n)-dimensio- 
nale Matrix A = (a0, m, ..., md; KU, E9,.. zw) (+ n>2): 


mid, m®),..., m) = Im, mi, ..., m; Ki, ED, ..., KMSKU, Ka, ..., Km). 
KU, ka, ..., km=1 

Gefragt wird nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Matrix 4, 
damit aus der Zugehörigkeit der Folge {szu, x»,...,am} zu einer bestimmten Klasse 
von Folgen stets auf die Zugehörigkeit der Folge {omı, mo, ..., ma} zu einer vor- 
geschriebenen Klasse von Folgen geschlossen werden kann. Dieses Problem wurde von 
H. J. Hamilton [Duke math. J. 2, 29—60 (1936) und 4, 341—342 (1938); dies. Zbl. 
13, 303 u. 19, 59] für 256 Fälle gelöst, die sich ergeben, wenn man 16 Klassen von Folgen 
in Betracht zieht, von denen die weiteste aus allen schließlich beschränkten Folgen 
besteht, während die engste diejenigen Folgen enthält, welche konvergieren und durch- 
weg verschwindende partielle Limites besitzen. Die dort gegebenen Beweise verwenden 
durchweg „klassische“ Methoden. Das Ziel der vorliegenden Note ist, zu zeigen, daß 
sich dieselben Ergebnisse, wie es für einen Teil der bei einfachen Folgen interessierenden 
Fälle bekannt ist [vgl. etwa S. Banach, Thöorie des operations lineaires. Warszawa 
1932, 8. 91; dies. Zbl. 5, 209], auch durch Anwendung der Theorie der linearen Ope- 
rationen gewinnen lassen. F. Lösch (Rostock). 

Garabedian, H. L., Einar Hille and H. S. Wall: Formulations of the Hausdorff 
inelusion problem. Duke math. J. 8, 193—213 (1941). 

In der Theorie der Hausdorffschen Summationsverfahren bezeichnet man eine 
komplexe Zahlenfolge (x,) als reguläre Folge, wenn eine reguläre Belegungsfunktion 

1 


D,(u) existiert, mit der x, = [udd,(u) (n=0,1,2,...)gilt. Dabei wird ®,(w) als 
ö 


reguläre Belegungsfunktion bezeichnet, wenn sie in OSu<l1 schwankungs- 
beschränkt, in u = 0 stetig ist, und wenn überdies d,(u) =0 in u=0, ®,(u=1in 
u>1, D,(w)=}[d,(u—0)+9,(u+0)]in O<u<1 gilt. Jeder regulären Folge ist 
1 
eine reguläre Momentenfunktion x(z) = [wdd,(u) assoziiert, ebenso eine er- 
ö 


1 
._ f4P:(u) 
= Mes 
0) 


reguläre Folge, so wird die ihr entsprechende Hausdorffsche Transformation einer 


zeugende Funktion ‚=, — tt 21? — -- 


— Ist (2,) eine 


m 
beliebigen Zahlenfolge (s,) definiert durch t„ = W Ang es (m= 0,1 2 


n=0 


39 


wobei Axy,=2,— (1) 241 + (2)2444 — +++ ist. Sie definiert ein reguläres Haus- 
dorffsches Summationsverfahren, das durch das Symbol [Z, Ö,(u)] bezeichnet 
wird. Sind (a„), (b„) zwei reguläre Folgen und [H, ©, (u)], [H,d,(u)] die entsprechenden 
Hausdorfischen Verfahren, so schließt nach Hausdorff im Falle d, +0 HUN) 
dann und nur dann das erste Verfahren das zweite ein, in Zeichen[H,®, (u)]>[H,D,(w)], 
wenn die Folge (a,) durch (b,) teilbar ist, d. h. wenn für eine reguläre Folge (c,) 
durchweg a, = b„c, gilt. Als Hausdorffsches Einschließungsproblem bezeich- 
net man die Aufgabe, festzustellen, ob eine vorgelegte reguläre Folge durch eine zweite 
teilbar ist oder nicht. Mit diesem Problem befaßt sich die vorliegende Arbeit. — Wie 
E. Hille und J. D. Tamarkin [Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 19, 573—577 (1933); 
dies. Zbl. 7, 113] ohne Beweis angegeben haben, ist jede der beiden folgenden Be- 
dingungen notwendig und hinreichend dafür, daß (a,„) durch (b,) teilbar ist: (I) Sind 
a(z), b(z) die (a,), (b„) entsprechenden regulären Momentenfunktionen, so existiert 
dazu eine reguläre Momentenfunktion c(z), mit der in Rz> 0 durchweg a(z) = b(z)c(z) 
gilt. (II) Sind ©, (u), ®,(u) die zu (a,), (b,) gehörigen regulären Belegungsfunktionen, so 
1 


existiert dazu eine reguläre Belegungsfunktion D, (u), mit der (*) D, (u) = h D,(ulv)dDd,(v) 
0 


inO <u<<1, ausgenommen höchstens abzählbar viele Stellen u, gilt. (Das Integral ist 
hier im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne zu nehmen, es existiert für alle u.) Als weitere 
Einschließungsbedingung wird in der vorliegenden Arbeit angegeben: (III) Sind 
fa(t), fo(t) die zu (a„), (b,) gehörigen erzeugenden Funktionen, so existiert dazu eine 


1 
reguläre Belegungsfunktion ®,(u), mit der f,(t) = ) fe(ut)dD,(u) in |il<1 gilt. 
) 


Die Verff. zeigen zunächst, daß (a,) dann und nur dann durch (b,) teilbar ist, wenn 
(III) gilt, und beweisen dann die Äquivalenz der Bedingungen (I)—(III). — Weiter 
werden sodann Hausdorffsche Verfahren betrachtet, die die Cesäroschen Verfahren 
ganzzahliger Ordnung einschließen. Ist ®,(u) die reguläre Belegungsfunktion, die zu 
dem (C, &)-Verfahren (x > 0) gehört, so läßt sich (*) in eine Abelsche Integralgleichung 
überführen. Ihr werden bei ganzzahligem x >1 die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen entnommen, denen ®,(u) genügen muß, damit [H, D,(uw)] > (C, «) gilt. — 
Der letzte Teil der Arbeit befaßt sich mit der folgenden Fragestellung: Es seien (a,), 
(b,) reguläre Folgen, die äquivalente Hausdorffsche Summationsverfahren definieren. 
Gilt dann fürm=1,2,... jeweils dasselbe von den beiden Differenzenfolgen (A”a,), 
(A”b,)? Diese Frage wird für die beiden Folgen untersucht, welche auf die Cesäroschen 
und Hölderschen Verfahren (C, &) und (H, &) führen. Bezeichnet man dann die den 
m-ten Differenzen der beiden Folgen entsprechenden Verfahren mit (0, &) und (H„, &), 
so wird gezeigt, daß (H„,&) > (Om, &) fürm=1,2,...,R%& >0 gilt. Der Beweis der 
umgekehrten Beziehung (C,„, &) > (H„, &) und damit der Äquivalenz von (O,„, &) und 
(H,„,&) gelang bisher nur für gewisse Werte von m und &. F. Lösch (Rostock). 

Herriot, John G.: Cesäro summability of ordinary double Dirichlet series. Bull. 
Amer. Math. Soc. 46, 9320—929 (1940). 

Das Ziel der Note ist im wesentlichen die Übertragung der Bohrschen Ergebnisse 
über die C-Summierbarkeit Dirichletscher Reihen auf gewöhnliche Dirichletsche Doppel- 


oo oo MN 

2 5 Le BLM At ieh de 00 — % 
reihen (*) ET Für eine beliebige Doppelreihe Umn werde Syn = BR 

m,n=1 m,n=1 u=lv=1 

m n m 1 N 1 
1 0 Ma Nahen 1,8 - — S 
NR => Be (or = Ba Dan = Sun = m (m, Nn,T, s 1, 2, 3, Cs ) 
u=1l v=1 u= y= 


gesetzt. Ist r,s ein Paar positiver ganzer Zahlen, so heißt die Doppelreihe (G, r, 8)- 
beschränkt, wenn r! s! 878,/m’n® für allem, n=1,2,3,... beschränkt ist; sie heißt 
(C,r,s)-summierbar zur Summe S, wenn r! s! 87%, [mm > S für m,n > © gilt. 
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(Die Abweichung von der sonst üblichen Definition der C-Mittel ist belanglos.) Unter 
Verwendung dieser Bezeichnungen lauten die Hauptresultate des Verf.: (I) Für eine 
Dirichletsche Doppelreihe (*) existieren Paare A,, u, assozilerter Abszissen der ((, r, s)- 
Beschränktheit und -Summierbarkeit in dem Sinne, daß die Reihe an allen Stellen 
(z, y) mit Re> 1, Ry> u (©, r. s)-beschränkt und -summierbar ist, während dies an 
keiner Stelle (x, y) mit Rx < 4,, Ry< u, zutrifft. Die (CO, r, s)-Beschränktheit und 
-Summierbarkeit ist dabei jeweils eine gleichmäßige für alle Stellen (x, y), für die © 
auf einen inneren Teilbereich von Rx > 4, und y auf einen solchen von Ay> u 
beschränkt ist. — (II) In Rz >9,,Ry> u, liefert die (C, r, s)-Summe der Reihe eine 
reguläre Funktion /(x, y), welche die analytische Fortsetzung der durch die Summe der 
Reihe in ihrem Beschränktheits- und Konvergenzgebiet definierten Funktion darstellt. 
Die partiellen Ableitungen von f(x, y) ergeben sich durch entsprechende gliedweise 
Differentiation von (*); die abgeleiteten Reihen besitzen jeweils wieder },, u, als 
assoziierte Abszissen der (C, r, s)-Beschränktheit und -Summierbarkeit. — (III) Haben 
Ay, is dieselbe Bedeutung wie bisher, so besitzt die Reihe ein Paar assozilerter Abszissen 
der (O,r +1, s)-Beschränktheit und -Summierbarkeit von der Form Ar+1, U, mit 
0<4,— A,,.ı=1.— (IV) Schließlich ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, daß A,>0, u,>0 ein Paar assoziierter Abszissen der (C, r, s)-Beschränktheit 


—- 181872, /m’n‘ 
und -Summierbarkeit ist, das Bestehen der Beziehung lim logirlal a. aa . 
m+n>& A,logm + u,logn 
F. Lösch (Rostock). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Grünwald, G.: Note on interpolation. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 257—260 (1941). 
Gibt man eine Folge {A,}: !, «P, 29;...; 2”, 25”,...x2%;...vorund betrachtet 


n 
man die Folge der Interpolationspolynome J,(z; f) =D Ha?) (x), wo 
k=1 


(n) ze ee, in On (x) ] ' on (X) ® 
I («) =|l (x — % 0, (x) | ; Be = a 
und @,(2) = (2 — ©”) (8 — 29”)... (2 — x) ist, so ist an den Interpolations- 
stellen J,(2”; ) = f(x) und (29; )=0 (k=1,2,...,n) (Hermitesche Inter- 
polation). Für die Interpolationsstellen wird vorausgesetzt: -1< 2” <x2®< ... 
<a” =+1 und für die Folge {A,}, daß sie überall in [—-1, +1] dicht ist. Es läßt 
sich dann zeigen, daß für eine gegebene Folge {A,„} sich die Folge der Fundamental- 
polynome {gj”(&)} so bestimmen läßt, daß lim J,„(x; f) = f(x) gleichmäßig in [—1, +1] 
für jede stetige Funktion f erfüllt ist. ””” F. Knoll (Wien). 


Mirakyan, G.: Approximation des fonetions econtinues au moyen de polynömes de 


m 
la forme IE 2 Ca nme: C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 31, 201—205 (1941). 


Sind m und n zwei positive ganze Zahlen, so daß im "= r>0 ist, und ist 
n> oo " 


m 
r>r >0,0=sx=<r', dann ist gleichmäßig in [0, r’] lim >; en e-"=—=1. Nach 
n>o k! 5 
” * . . . k = s 
dem Beweis dieses Hilfssatzes wird gezeigt, daß gleichmäßig in [0, r’] lim Onnl2)=1(2) 
m SS 
r nkzk nz k ’ m ’ x. 
mit 9,n(%) _ am: | und lim =r>r>0. Man kann 9,,n(2) als 
0 
eine Interpolation von /(z) in [O, r’] mit den Interpolationsstellen 0, I = ER ” auf- 
” ” . 1 z 
fassen, jedoch ist Pm,n(%) an diesen Stellen nur näherungsweise gleich f(x). Sind die 
Zahlen x, so gewählt, dB O< 2m, << ..-<a,=<_r', und ist @(x) = lI(2 — x,), 
& 
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Do|T 

ı(2)= FE Ar ‚ setzt man dann F(x)=©®(x) > l.(x) und läßt die Funk- 
ki 

tion ®(x) die Folge Pm,n(2) durchlaufen, so durchläuft F(x) eine in [0, r’] gleichmäßig 

gegen f(x) konvergierende Folge, und es ist immer F(2,) = f(x). F. Knoll (Wien). 

Grebenjuk, D. G.: Sur les polynömes qui s’&eartent le moins possible de zero et 
dont les coeffieients satisfont & plusieurs conditions lineaires. Acta Univ. Asiae Med. 
Taschkent, Ser. V-a Math. Fasc. 18, 1—154 u. franz. Zusammenfassung 155 (1939) 
[Russisch]. 

L’au. donne une theorie de construction des polynomes pp@" + pa®-I+ ... +7, 
s’ecartant le moins possible de zero, dont les coefficients satisfont aux rd 
lineaires 

PT Amp Tr tm, Pop + Fr t + nm BP, 
en se basant sur des resultats connus. Des applications pour integration approchee 
des Equations differentielles lineaires sont aussi donnees. Le travail contient un apergue 
tres complete de cette the£orie. N.Obreschkoff (Sofia). 

Geronimus, J.: Sur un probl&me de F. Riesz et le probleme gen£ralise de Tehebycheff- 
Korkine-Zolotareff. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 1939, 279—237 u. franz. Zu- 
sammenfassung 287—288 [Russisch]. 

L’au. resout le probl&me suivant: Trouver la valeur minimum de l’integrale 


n 
N |@(6)| d®, G@() &tant le polynome trigonom£trique @(0) = RI yyei(n-%P, soumis & 
k=0 8 
1 une des conditions suivantes: 1. Les coefficients sont lies par la relation# > Y_x = 1, 


—1 2n—1 7 & 
3 | a ee | > | sont donnes. Il donne aussi la 


solution du probleme analogue de F. Riesz [Acta math. 42, 145—171 (1919—20)] relatif 
& l’integrale fire] |dz|, f(z) &tant holomorphe dans |z2|<1. N. Obreschkoff. 
1 


Iz2|= 


2n 
c; domnes, s< | 


Spezielle Orthogonalfunktionen: 
@ Shohat, J. A., Einar Hille and J. L. Walsh: Bibliography on orthogonal poly- 
nomials. Washington: Nat. Acad. of Sci. 1940. IX, 203 pag. $3.—. 


Geronimus, J.: Sur les polynömes orthogonaux relatifs & "ne suite de nombres 


donnöe et sur le th&or&me de W. Hahn. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 4, 215—227 
u. franz. Zusammenfassung 227—228 (1940) [Russisch]. 
Soit {c„}%° une suite de nombres complexes, tels que 
Ar los 00 K-N,TL.,2—=1,n= 1,2, 
Les polynomes P,„(z) = 2" + .-- sont orthogonaux par rapport & cette suite si l’on 
R Ä r 

a S{P,(z) P„(2)} = + n es oü © est l’operation gBn. = Zac. L’au. 
donne la solution complete de la question suivante de Hahn [Math. Z. 89, 634—638 
(1935); ce Zbl. 11, 62]: Trouver les conditions necessaires et suffisantes pour que le 


systeme EL (2) soit orthogonal en möme temps que P,„(z). Il demontre que la suite 
ni est ee par [a(n +3) — d]nys + len +2) - eJmnıı ten +dm=0, 


—0,1,2,...oüa, b, c,d, e sont des nombres arbitraires satisfaisants aux conditions: 


1 +(n+ De, m +0,|a| + |d| + |e] # 0. La suite {c,}5° correspondante au systeme 
ip (z) est donnee par c, = ay4g + din+ı + ©%n, et le polynome P„(z) satisfait & 
n 


l’&quation differentielle 
(az? +b2+c)P,(@)} — (de+e)P,(z 2) +nld - (mn +1)a]P,@)=0,n=0,1,2,. 
N. Obreschkoff (Sofia). 
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Jaekson, Dunham: Note on certain orthogonal polynomials. Bull. Amer. Math. 


Soc. 47, 96—102 (1941). 
Sind U,(z), U,(x), Vı(%), ... orthonormale, trigonometrische Summen zum Ge- 


wichte o(2) [U;(2) enthalte En Glied in sinkx, während sinkx in V.(@) einen nicht 
Bene mncenden Koeffizienten habe], dann folgt für den Kern K,„(z, s) - 37. (z) U«(s) 
+2 V.(x)V,„(s) und für jede beliebige trigonometrische Summe un 2) höchstens 


© _ n Ordnung 
Ve) Ku, sind — z,)-sind(e — 2,)7,_1() ds = sink(e — z,) sind )1.-ıl0); 


K„(&,,5) und K„(2,, s) sind dann trigonometrische Summen n-ter Ordnung, die mit 
dem Gewichte sin $(s — x,) sin $(s — 2%,)o(s) zu jeder trigonometrischen Summe 
niedrigerer Ordnung orthogonal sind. Setzt man x, = x, und differenziert nach x, 
so findet man analoge Aussagen en das Gewicht sin?$(s — x,)o(s) und die trigono- 


metrischen Summen K„(%;, s) und z ER nl s)|, . Bemerkungen über o(s) müssen 
=7I,ı 


in der Arbeit nachgelesen werden. Als Beispiel er Polynome auf einer höheren 
algebraischen Kurve werden Polynome auf einer Kurve dritter Ordnung © untersucht. 
0 (2, y) sei eine nichtnegative Gewichtsfunktion auf CO; p,1(2, %), Pı1(%, Y), Pı2(®, Y), --- 
seien die entsprechenden orthonormalen Polynome, und es sei K„(2, y, u, ®) 
= Prj(%, v)Pr5(X, Y). Von der Beziehung 


2 v) Kn(z, y, uv)-(aut+rbv+ e)n.-ıwv)ds= (ar +by+ co)nn-ı(®, Y) 
C 


wird für die Schnittpunkte (z,, y,) von ae+by+c=0 mit C analog wie oben 
geschlossen, daß die Funktionen X (z,, y,, u, v) orthogonal zu jedem Polynom niederer 
Ordnung mit dem Gewichte (au +bv + c)o(wu, v) sind. Falls ae +by+c=0 eine 
Tangente an C ist oder durch einen Doppelpunkt geht, gelangt man zu anderen Poly- 
nomen. Die Frage der linearen Unabhängigkeit der Polynome wird geprüft. Mit einem 
Ausblick auf entsprechende Untersuchungen für nicht algebraische Kurve schließt die 
Arbeit. F. Knoll (Wien). 

Rutgers, 3. @.: Sur des series et des int&grales d&finies contenantes les fonetions 
de Bessel. 1. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 464-474 (1941). 

Ausgehend von der früher [Sur les functions Orlindrinues de premiere espece. 
Nieuw Arch. Wiskunde, II. s. 7, 285—405 (1907)] bewiesenen Formel 


Ft —_. -/u na YIerıle) A)>—l Reo>—1i 


werden unter en der Reihenentwicklungen 


sine = 2 I (-Nrdansıla), c002 = Yen rFanl), 1= I amndanlo), 


mit Eon 2 m n>0, &,=1, und der a gewonnenen De für cos? I 3 
sin?, Integraldarstellungen von durch Reihen mit den Besselfunktionen J„(x) dar- 


a Funktionen abgeleitet, beispielsweise von der Form 


Dat Feronsıla) = (@+D [Herten , Ke>—1, 
0 


I T d = m—1 
[Femte) sin (x — en = — (in: —— 2 >) rn) m>o0 
ö 


n=0 


43 


z 
Er Ei 1 ı = 
[Pam-st&) sin: > @ — ae Senn (3: + J,(2) — 2 Ita), m>o$ 
0 


n=0 


Fr —1ı 
: d — =, 
[Iemta) sina “2 en en Ina, — 2 > (sinzJgn(x) — cos Jgn+1(2)) 
ö 


n=(0 
oo Ip 2 
22 _ = Jr +2n+1(2) Zi a. sine“, ul 


Dans KHindala) = Ik ost, Rm>-1. 
In Anwendung der aheeen, 


Dir + 20 + )Jg4an+ 10) = 3 Joe) 
ergeben sich NEE der Art: 
22 (U Juranle) = (Iu-e-ı® — o)J.la)dao, Ru)>Re)>—. 
n= 0 


Durch nz werden Formeln gewonnen, wie z. B.: 


_ı)r DEN ge sin2ada 
2 )" (iinzdgn(z) — cos Jgn+1(2)) = 2 DE 


Pe@—o7-o)da = sis, N —1, 


"cos (x — 20) da — 20)da = 7,0). 


1) Volk (Würzburg). 


Funktionentheorie : 


Kennedy, E. S.: Exponential analogues of the Lambert series. J. Amer. Math. 63, 
443—460 (1941). 
co Unter einer Lambertschen Reihe versteht man eine Reihe von der Form 
Zul — z*) (1). Knopp [Über Lambertsche Reihen; J. reine angew. Math. 142, 


283-315 (1913)] hat auf den engen Zusammenhang hingewiesen, welcher zwischen 
den Konvergenzeigenschaften einer Reihe (1) und der sogenannten zugehörigen Potenz- 


reihe D’a„2" (2) besteht. Verf. ersetzt in (1) und (2) 2" durch e’2, wobei {A,}, 
n=i1 


(n=1,2,...) irgendeine reelle Folge mit A, <Ayn41;n=1,2,... und ‚im An = © 1Bt. 


Es ergeben sich so die beiden Reihentypen 2 anen2/(1 — e=*n2) (3) und 2 anein2 (4). 
=ı 


Verf. bezeichnet (3) als allgemeine ERabe und (4) als die echerge Diniehletschs 
Reihe. Ist A„ = logn, so spricht er von einer gewöhnlichen R-Reihe. In Analogie 
zu den Dee Reihen Boy tEle eine allgemeine R-Reihe für alle Werte von 2, 


wenn >> a„ konvergiert. Ist dagegen > nicht konvergent, so konvergiert (3) in 
n=1 n=1 


denselben Punkten wie die zugeordnete Dirichletsche Reihe (4) — wofern nach wie 
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vor Rfz} #0 gehalten wird. Wie bei den Dirichletschen Reihen braucht aber der 
Bereich der absoluten Konvergenz von (3) mit dem der bloßen Konvergenz nicht 
identisch zu sein. Man kann sich auf dasjenige Konvergenzgebiet von (3) beschränken, 


welches rechts von der imaginären Achse zu liegen kommt. Ist nämlich D' a, divergent, 
n=1 


so konvergiert die Reihe (3) für kein z mit N{z} <0. Im Falle der Konvergenz von 


oo [0,0] oo [oe] 
>’ a, gilt die Identität I’ a„e-'r2/(1 — e")= — > - Due "anize Hz 
n=1 n=1 n=1 n=1 
welche den Zusammenhang zwischen der Reihensumme von (3) für z und —z aus- 


drückt. — Jede gewöhnliche R-Reihe >’ a„n”?/(1 — n”?) kann als gewöhnliche Diri- 
n=2 


chletsche Reihe I’ b„n”? und umgekehrt geschrieben werden. Die Umformung ist in 
n=2 

jedem gemeinsamen Bereich absoluter Konvergenz beider Reihen zulässig. Es gilt 
D, = Dan und.a, =N u (ee) by, wobei > a„ die Summe aller a, bezeichnet, 
welche einen Zeiger m haben, von dem eine ganzzahlige Potenz gleich n ist und 
u(n) die Möbiussche Funktion bedeutet. Insbesondere läßt sich also die Z-Funktion 
in eine gewöhnliche R-Reihe entwickeln. — Für gewöhnliche R-Reihen beweist 
Verf. noch u.a. ein Analogon zum Abelschen Stetigkeitssatz für Potenzreihen und 
ferner Sätze, welche von ähnlichem Typus wie das Franelsche Theorem über 
Lambertsche Reihen [J. Franel, Sur la theorie des series; Math. Ann. 52, 529—549 
(1899)] sind. Lammel (Prag). 


Keldych, M.: Sur les eonditiors pour qu’un syst&me de polynömes orthogonaux avec 
un poids soit ferme. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 778—780 (1941). 
Soit Dun domaine simple et simplement connexe dans le plan de la variable z 
et h(z) une fonction positive telle que Ah@)>6>0, ! ii h(z)dw<oo. Par definition, 
D 


une fonction f(z) holomorphe & l’interieur de D appartient & la classe 7, si l’integrale 
f Hl h(z)|f(z)|?dw est finie. Le syst&me de tous les polynomes de z est dit ferme dans D 
D 


par rapport au poids h(z), si pour chaque fonction de la classe ZH) la borne inferieure 
N! ih h(z) |f(z) — P„(2)|?dw s’annulle sur la famille de tous les polynomes P,(z). L’au. 
D 


demontre que dans chaque domaine simplement connexe on peut construire un poids 
pour lequel le systeme des polynomes soit ferme. Soit z=_(8) la fonction qui r£alise 
la representation conforme du cerele |{| <1 sur le domaine D. On dit que’le poids 
verifie la condition A, si dans le cerele |Ü| << 1 le systeme des polynomes est ferm& 
avec le poids h[p(d)]. L’A. enonce le theoreme: Si h(z) verifie la condition A et si 


log 2. 
3h R { f 
a >2, oü d est la distance du point z & la frontiere de D, alors le 


(1) lim 
da>0d 

systeme des polynomes est ferm& dans D par rapport au poids h(z). Dans (1) la con- 

stante 2 ne peut &tre remplac&e par une plus petite. N.Obreschkoff (Sofia). 


Chuang, Chi-Tai: Sur les fonetions holomorphes dans le cerele units. Bull. Soc. 
Math. France 68, 11—40 (1940). 

L’auteur demontre les propositions qu’il avait @nonc&es anterieurement [C. R. 
Acad. Sci., Paris 208 (1939); ce Zbl. 20, 139]. Il &tablit d’abord par la methode de 
Valiron (ce Zbl. 19, 419) et Macintyre (ce Zbl.19, 419) un thöor&me du type de 
Bloch sous la forme suivante: Soient k>1 entier, $S>0 donnes et 9(%) une fonc- 
tion reelle croissante donn&e verifiant certaines conditions. Il existe des nombres posi- 
tifs & <1,P,ß', P, dependant de k et A dependant de k et g(x), tels que, si 
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f(z) = C„ 2" est holomorphe pour |2| <1 et n’est pas majoree par 
AS + lol + +|a-ıl] Ber mar 
0 


on peut trouver dans la couronne & < |z| < 1 un cercle |z| = r pour lequelM(r, ) > S, 
et k domaines D; traverses par ce cercle, dans chacun desquels: 1) /(z) est univalente 
et represente D; sur la couronne fendue 3M(r, ) <|Z| <2M(r, }), |argZ — o|l<n 
(® arbitraire); 2) pur 1<&n=k, l’argument de /(z) varie de moins de 3” et 
3H,|/(@)| < |" (k@)| <3H,|f(e)|, A, dependant de r, f(z), k,n et &tant bornee in- 
ferieurement par P’" et superieurement par une fonction explicite assez simple de ß, 8, q 
et M(r,/); 3) |f®(@)| pour I<&n=p est moindre que $,KM(r,f), K &tant une 
fonction explieite de p, 8 et M(r, f). Ce th&or&me permet & l’auteur de pröciser ses 
resultats anterieurs (ce Zbl. 22, 152) concernant les bornes du module des fonctions 
F(z) holomorphes dans le cercle unite, ne s’y annulant pas et pour lesquels un poly- 
nome forme avec les p premieres derivees ne prend que m fois la valeur 1 ou bien 
reste inferieur en module a une certaine borne aux points oü F(z) = 1. Ües propo- 
sitions gen£ralisent et pröcisent celles de Miranda (ce Zbl. 13, 272) et Valiron (ce 
Zbl. 19, 419); la plus simple a &t& donn&e ici (ce Zbl. 20, 139). @. Valiron (Paris). 


Tumura, Yosiro: Sur les th@or&mes de M. Valiron et les singularitös transcendantes 
indireetement eritiques. Proc. Imp. Acad. Jap. 17, 65—69 (1941). 

Par la consideration des distributions des points oü /(z) = x et des points de 
ramification, et par les proprietes des familles normales, l’auteur etend tres simplement 
une proposition du R£f. (ce Zbl. 11, 120) sous la forme suivante: Si l’algebroide & k 
branches /(z) verifie la condition lim Tr N 

ro (gr)? 
plus % singularites transcendantes sur la surface de Riemann; si a est une telle singu- 
larite, il existe des couronnes dont l’&paisseur relative est superieure & une fonction 
de k et C dans lesquelles une branche tend vers a. S’appuyant sur ce rösultat, l’auteur 
montre, en utilisant les resultats d’Ahlfors, que, si w = f(z) est meromorphe et admet 
au point w= oo une singularit€ indirectement critique au sens d’Iversen, et si la 
langue correspondante Ä a au moins un contour allant & l’infini, on a les trois possi- 
bilites suivantes: 


im’ A, u im EN, A, f) 1 fg \freiniap > Dr, we 


<(Ü<x, sa fonction inverse possede au 


IV 


(logr)? { logr 2’ 2 
dr 
N(r, A, f) est relative & A et 6, est la section de A rendu simplement connexe par 
Zi > Valiron (Paris). 


Montel, Paul: Sur les points oü une fonetion analytique est &gale ä une fonetion 
algöbrique. C. R. Acad. Sci., Paris 211, 217—220 (1940). 

Verf. gibt ohne Beweise eine Reihe von Sätzen an, welche Erweiterungen der 
Sätze von Picard, Landau und Schottky sind, und zwar in dem Sinne, daß die 
Annahme ‚„‚f(z) lasse zwei oder drei Konstanten aus“ ersetzt wird durch „/(z) ungleich 
einer wenigstens zwei- bzw. dreideutigen algebraischen Funktion“. Die Erweiterung 
des Picardschen Satzes z. B. besagt, daß eine in der Umgebung einer wesentlich singu- 
lären Stelle meromorphe Funktion daselbst unendlich oft die Werte einer wenigstens 
dreideutigen algebraischen Funktion annimmt. @. af Hällström (Äbo). 


Montel, Paul: Sur les fonetions analytiques &gales & une fonetion algebrique en un 
nombre born& de points. ©. R. Acad. Sci., Paris 211, 370—374 (1940). 

Es werden hier Funktionen betrachtet, die in einem Gebiete höchstens p-mal die 
Werte einer algebraischen Funktion annehmen. Die im vorstehenden Referat erwähnte 
Erweiterung des Landauschen Satzes wird noch auf diesen Fall verallgemeinert. 


G. af Hällström (Abo). 
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Heins, Maurice H.: On the iteration of funetions which are analytie and single- 
valued in a given multiply-connected region. Amer. J. Math. 68, 461-480 (1941). 

D &tant un domaine queleonque & connexion multiple, dont la frontiere contient 
au moins trois points, et w = f(z) une fonction uniforme dans D dont les valeurs (pour z 
dans D) appartiennent & D, l’auteur se propose d’etudier la suite des iterees /„(2), 
(fo = 2; m = I{n-ı]) lorsque n croit indefiniment. Ritt [Ann. of Math. 22, 157—160 
(1921)] et Aumann et Carath&odory [Math. Ann. 109, 756—763 (1934); ce zbl. 9, 
26] avaient donn& des resultats particuliers. L’auteur traite le cas general en utilisant 
surtout le th&or&me de Julia-Wolff sur la derivee angulaire, la gen£ralisation de 
Pick du lemme de Schwarz, les resultats de Julia sur l’iteration et sur la represen- 
tation conforme des aires multiplement connexes et le theor&me de Wolff et Denjoy 
relatif au cas ot D est simplement connexe [Denjoy, ©. R. Acad. Sci., Paris 182, 255 
a 257 (1926)]. Il montre que les trois possibilites suivantes sont seules possibles: 
1) w= f(z) definit une representation conforme (1, 1) de D sur lui-möme et il existe 
une valeur p pour laquelle /„(z2) =, ou bien, dans le cas de la connexion double, ul 
existe une suite de fonctions f„(z) qui converge continüment vers 2; 2) il existe un 
point double attractif Z(f(&) = £,|F(&)|<1) interieur & D et la suite des iterees 
converge continüment vers Ö & l’interieur de D; 3) la suite des iterees converge con- 
tinüment vers la frontiere de D, en ce sens que toute suite convergente extraite con- 
verge vers un point de cette frontiere; s’il existe plus d’un point limite, l’ensemble 
de ces points limites est un continu qui est une portion de cette frontiere. — L’auteur 
montre aussi que, si D est un domaine a connexion finie, d’ordre p> 2, borne par p 
courbes de Jordan disjointes et s’il y a convergence vers la frontiere, c’est une con- 
vergence vers un point unique. En outre, si f(z) appartient & la classe des fonctions 
donnant une representation conforme de D sur lui-m&me, qui n’est pas une represen- 
tation (1,1), le point double Z(f) est continu en f. L’aut. donne aussi des proprietes 
des iterees des fonctions Y(x) definies par D[F(x)]=/[D(x)] oü z=D(z) represente 
(1, 1) le demi-plan Rx > 0 sur la surface universelle de recouvrement de D. Au moyen 
du th&or&me general, il r&sout une question laissee en suspens par Julia. @. Valiron. 

Wachs, $.: Sur quelques propriets des transformations pseudo-conformes avee 
un point frontiere invariant. Bull. Soc. Math. France 68, 177—198 (1940). 

Siehe dies. Zbl. 18, 370. — Auf den ersten Seiten wird die Kernfunktion und die 
Metrik von Stefan Bergmann für einige spezielle Bereiche ausführlich ausgerechnet, 
so daß sich die Lektüre zur Einführung in den Ideenkreis eignet. Behnke. 


Modulfunktionen: 


Petersson, Hans: Einheitliche Begründung der Vollständigkeitssätze für die Poineare- 
schen Reihen von reeller Dimension bei beliebigen Grenzkreisgruppen von erster Art. 
Abh. math. Semin. Hansische Univ. 14, 22—60 (1941). 

In einer vor kurzem ausführlich dargestellten Theorie der Poincareschen Reihen 
(P.R.) [J III: Math. Ann. 117, 453—537 (1940); dies. Zbl. 23, 315] hat sich der Verf. 
auf Grenzkreisgruppen mit parabolischen Substitutionen beschränkt. Diese Voraus- 
setzung kommt nun in Fortfall. Es werden nämlich zwei Typen von P. R. untersucht, 
welche für beliebige Grenzkreisgruppen existieren, und auf welche, wenn die Gruppe 
von erster Art ist, die Metrisierungstheorie aus J III restlos zu übertragen ist. Beim 
ersten Typus handelt es sich um die vom Verf. schon früher betrachteten P.R. zu 
den hyperbolischen Fixpunktepaaren [Math. Z. 44, 127—155 (1938); dies. Zbl. 18, 400}. 
Der zweite Typus ist mit den in J III aufgestellten Reihen Q(T, z, s, A) nahe verwandt. 
Der Versuch, die Q-Reihen für Grenzkreisgruppen ohne parabolische Substitutionen 
einzuführen, liefert unübersichtliche Resultate, was damit zusammenhängt, daß die 
metrischen Eigenschaften der Q-Reihen gegenüber reellen Substitutionen nicht in- 
variant sind. Dies veranlaßt Verf., den Ansatz zu modifizieren und —.n an Stelle 
von 7 — 7, als Ortsvariable für einen Nicht-Fixpunkt r, auszuzeichnen. a ergibt 
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wesentliche Vorteile. Der Ansatz der drei Typen wird durch ein neues Prinzip ein- 
heitlich gestaltet, indem er mit den Entwicklungen einer automorphen Form 
fa) E{T,—r,v}(r>2,|v|=1) nach den „Ortsvariablen“ eines hyperbolischen Fix- 
punktes, eines Nicht-Fixpunktes 7, (mit $mr, > 0) oder parabolischen Fixpunktes in 
direkten Zusammenhang gebracht wird, für den zweiten Typus etwa, wie folgt: Aus 


der Darstellung f(r) = (Tr — r,) > DlTe) E = =" erhält man zu jeder Substitution 
[") 


u.— 


an) 
_ ws < I’ vermöge f(r) = v(L)(yr + ö)-"f(Lr) eine Entwicklung 
= I bmtotilyr +) (Ur) ()". 


m=0 

Hierin setze man formal b„=1, alle andern Koeffizienten gleich O und summiere 
über ein volles System © von Substitutionen aus /', welche formal verschiedene Ent- 
wicklungen liefern, im vorliegenden Fall über &= I“ Das Resultat ist eine P. R. vom 
zweiten Typus; sie hängt von einem Parameter n ab. Der Faktor (7 — 7T,)”" in der 
Entwicklung von f(r) zu 7, hat die Bedeutung, daß die Entwicklungskoeffizienten 
von f(T) und f(Sr) (er + d)”" (S beliebige reelle Substitution) in den Punkten 7, 
bzw. S-!7, im wesentlichen übereinstimmen. Die Metrisierungstheorie (J III) ergibt 
einheitlich für die drei Typen P. R. dieselben Resultate, wie sie für den dritten Typus 
aus J III bekannt sind: Jeder Typus ist vollständig (im Sinne von J III); alle P.R. 
sind durch Orthogonalitätseigenschaften zu charakterisieren. Die auf Formen verall- 
gemeinerte Theorie der Weierstraßpunkte (J III) gestattet zu entscheiden, wann die 
P.R. des zweiten oder dritten Typus zu Parameterwerten n,,"g,...,n. eine Basis 
für die Spitzenformen {I', —r, v! bilden. Unbeantwortet bleibt diese Frage für den 
ersten Typus, da die hyperbolischen Fixpunkte nicht ins Gebilde einbezogen werden 
können. H. Maaß (Heidelberg). 

Selberg, Atle: Beweis eines Darstellungssatzes aus der Theorie der ganzen Modul- 
formen. Arch. Math. og Naturvid. B 44, Nr3, 1—12 (1941). 

Für den bekannten Satz, daß alle ganzen Spitzenformen der Dimension — k zur 


Stufe Q durch die Poincar&schen Reihen @;(T, v,Q) = ler +.d)-*, wo über 
alle Modulsubstitutionen M zur Stufe Q mit ae zweiten Zeilen (c, d) summiert 
wird, dargestellt werden, wird ein neuer Beweis geliefert. Sei /(r) = Don ” eine 
Spitzenform der Art (-k,Q). In K(k,) = Inc ’"e kalt, v.0) (h>0) wird 


die Reihendarstellung für @; eingeführt. Beseitigt man mit Hilfe der Möbiusschen 
u-Funktion die Teilerfremdheitsbedingung (c,d)=1, so entsteht ein Ausdruck, 
der mit 3 multipliziert für A—0 gegen ein Doppelintegral über die volle Ebene strebt, 
welches sich auswerten läßt. Erwartungsgemäß ergibt sich bis auf einen konstanten 
Faktor wieder /(r). Damit ist im wesentlichen der Darstellungssatz bewiesen. Der 
Ansatz kann auf allgemeine Grenzkreisgruppen nicht verallgemeinert werden, da 
die Ganzzahligkeit der Substitutionskoeffizienten in die Betrachtung entscheidend 
eingeht. Unter Benutzung des Darstellungssatzes wird durch einen Grenzprozeß das 
Skalarprodukt zweier Modulformen erklärt. Das ist der umgekehrte Weg, den 
H. Petersson [Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 49, Abt. 1, 49—75 (1939); dies. Zbl. 
231, 25] bei der Entwicklung weitertragender Methoden beschritten hat. Maaß. 


Gewöhnliche Differentialgleichungen : 
Gleyzal, Andr6: On the equation dy/de=f(xz,y). Bull. Amer. Math. Soc. 47, 


254256 (1941). 
Verf. beweist: Notwendige Bedingung dafür, daß es eine von einem Parameter 


48 


abhängige Familie von Integralkurven der Differentialgleichung y’ = f(&, 4) gibt, in 
der /(x, y) eine in einem offenen, beschränkten und zusammenhängenden Gebiet R 
erklärte Funktion ist, die R einfach bedeckt, d.h. derart, daß durch jeden Punkt 
von R genau eine Kurve der Familie hindurchgeht, ist, daß f(z, y) als Grenzfunktion 
einer Folge in R stetiger Funktionen dargestellt werden kann. Giovanni Sansone. 

Kampen, E. R. van: Notes on systems of ordinary differential equations. Amer. J. 
Math. 63, 371—376 (1941). 

Verf. greift eine von E.K.Haviland (dies. Zbl. 4, 393) aufgeworfene Frage- 
stellung auf und beweist: Unter den Voraussetzungen: 1) fi(&1, - - +» &n; £) Bel..sn) 
sind für O<t<c,, |s|=c, stetige Funktionen; 2) es gilt 


S (1; ... I: 1) — (27; er 77 e)| = [£ un sw2r Yı | 


i=1l 71 
mit t-+ g(t) >0, worin g(f) stetig ist und fs (t)dt < konst. für O<t=c, ist, kann 
diejenige Lösung des Differentialsystems 
la @=|1,...,n) 

die den Anfangsbedingungen z,(0) = 0,0 <t= c, genügt, und die nach dem bekannten 
Satz von Perron [Math. Z. 28, 216—219 (1928)] eindeutig ist, durch die Methode der 
schrittweisen Näherung erhalten werden. Giovanni Sansone (Firenze). 

De Simoni,Franco: Su un metodo di integrazione di un sistema di equazioni differenziali 
del 1° ordine dipendenti da un parametro. Boll. Un. Mat. ital., II. s. 3, 300—307 (1941). 


Für die Integrale des Ditierentialsystems © = f@1, .. 29,10) @=1,...,.n) 


mit dem Parameter o gelten unter einigen durch einen Satz von E. Picard (Traite 
d’analyse, III, 3. ed., Paris 1928, S. 164—165) umrissenen Analytizitätsbedingungen 


Reihenentwicklungen der Form z;(f, 0) = 2,0 +2 X; x(t)e*. Verf. beweist, daß die 
k=1 


Koeffizienten X, ,(t) gewissen linearen Differentialsystemen genügen, deren Koeffizien- 
ten sich durch ein rekursives Verfahren berechnen lassen; er unterläßt es aber, außer 
in einem speziellen Falle, die Anfangsbedingungen anzugeben, die diese X,;(f) er- 
füllen müssen. Giovannı Sansone (Firenze). 

Zwirner, Giuseppe: Sopra un teorema sulle equazioni differenziali del secondo 
ordine. Rend. Semin. mat. Univ. Padova 10, 65—68 (1939). 

Mittels einer einfachen Abänderung eines in einer Arbeit von G. Scorza Dragoni 
(dies. Zbl. 20, 223) enthaltenen Schlusses und unter Anwendung eines Lemmas von 
L. Tonelli (dies. Zbl. 20, 123) gibt Verf. einen neuen Beweis des folgenden Satzes von 
S. Cinquini (dies. Zbl. 21, 403): Die Gleichung 


z t b t 
y(x) — far [Hm ylu), YW)du+a+ = dl _ a — far [fu y(u), voan, 


in der & und ß vorgegebene reelle Zahlen sind, besitzt wenigstens eine, zusammen mit 
y' (x) totalstetige Lösung y(z), wenn f(x, y, y') 1. überall in dem Streifen 

Seas m y|<+®, yIl<+® 
endlich bleibt, 2. bezüglich y und y’ stetig ist, 3. bezüglich & meßbar ist, 4. in jedem 
beschränkten Gebiet von 8 dem absoluten Betrag nach unterhalb einer nichtnegativen 
und in a=x=b summierbaren Funktion A(x) bleibt, und wenn 5. I/(®, 4, y')| 
= y(y)p(y)) +x(®) ist, worin y(y) nichtnegativ und im Intervall (—oo, +) sum- 


a x(@2)ina= x = bsummierbar, @(y) im Intervall (—0o, -H 00) stetig und positiv 
1st un +00 


00 


U m 
at at und |y|<ko(y), 


k>0 konstant, gilt. Giovanni Sansone (Firenze). 


